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研究成果の概要（和文）：多次元系固有のトンネル効果として知られる動的トンネル効果の異常な増大現象に関
する研究を行い，以下のことを示した．(1) 時間発展にともない，系の定常状態を近似する特別な初期条件を構
築し，その初期条件ならびに時間発展について半古典論の観点から考察した．(2)トンネル確率のパラメーター
依存性について多倍長評価を行い，摂動パラメーターおよびプランク定数に対して特異な依存性を示すことを示
した．(3) 定常状態に対するトンネル効果について先行研究を再考し，我々の結果が先行研究の想定から逸脱し
た現象であることを示した． 

研究成果の概要（英文）：We studied the enhancement of tunneling probability with dynamical tunneling
 in multi-dimensional systems and obtained the following results: (1) we constructed an initial 
wave-packet which approximates the eigenstates of the system by the time-evolution and analyzed the 
initial condition and the time-evolution based on semiclassical methods. (2) We evaluated the 
tunneling probabilities by using multi-precision arithmetics and found that tunneling probabilities 
show a singular dependence on the perturbation strength and Planck constant. (3) We revisited the 
previous studies on dynamical tunneling and found that our results are out of their assumptions.

研究分野： 非線形物理

キーワード： 量子カオス　トンネル効果　半古典論(WKB法)　量子化　ハミルトン力学系　非可積分系　レベルダイナ
ミクス　幾何学的数値積分法

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
トンネル効果は物理学のみならず，化学反応，電子工学，量子性が問題となる生命現象などの多岐にわたる分野
で生じる．しかしながら，トンネル効果の基礎理論は1次元系のエネルギー障壁トンネル効果のみ想定されてい
る．我々が多次元固有現象である動的トンネル現象の基本的理解を進めたことは，基礎科学においてトンネル効
果が顕在化する現象への解明に貢献できるとともに，持続可能な開発を支える，超電導工学や半導体工学などの
分野でトンネル効果の制御法といった新しい指導原理の基礎をなすと考えている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

ポテンシャル障壁を有限の確率で透過するトンネル効果は，非古典力学的現象の典型例として
前期量子力学の時代から認識されており，原子核の崩壊過程，半導体素子の工学的機能，あるい
は，トンネル電子顕微鏡などの多岐に渡る分野で礎となる基本現象である．アンモニアメーザー
の発信特性は，典型的な対称二重井戸ポテンシャル間のトンネル振動として言及される．しかし
ながら，自由度の縮約等によって帰着される次元が１かそれ以上かでは，トンネル効果の舞台が
本質的に拡張される事実は認識されていない．対称二重井戸ポテンシャルを例に挙げると，１次
元系で，左右の井戸間のトンネル効果が問題となる状況はポテンシャル鞍点以下のエネルギーを
持つ量子状態のみである．一方，２次元以上の系では，ポテンシャル鞍点以下のエネルギーを持
つ量子状態のみならず，鞍点より高いエネルギーをもつ量子状態あってもトンネル効果の舞台と
なる．一般に多次元（自由度）系では，エネルギー的に古典運動が制限されていない状況であっ
たとしても，相空間には KAM（不変）トーラスが有限測度で存在することが一般的で，等エネル
ギー超曲面をエルゴード的に遷移できる状況は稀である．不変トーラスが規定する古典運動の束
縛を，エネルギー障壁による束縛と区別して動的障壁（dynamical barrier）による束縛と呼ばれ
ている．量子波束はエネルギー障壁のみならず，動的障壁をトンネル効果によって透過すること
が知られている．エネルギー障壁トンネル効果と区別して，動的障壁を透過するトンネル効果は
動的トンネル効果（dynamical tunneling）と呼ばれている． 
トンネル効果の研究は，量子波束の時間発展に伴うトンネル過程―時間領域のトンネル効果

―と，定常状態に対するトンネル過程―エネルギー領域のトンネル効果―に大別にされる．
計算機の性能が発達した 1990 年代以降，エネルギー障壁トンネル効果と動的トンネル効果と
の比較が盛んに行われ，動的トンネル効果はエネルギー障壁トンネル効果と比較して異常に
大きなトンネル確率を示すことが，数値計算ならびに冷却原子などを用いた実験によって報
告されるようになった．時間領域の動的トンネル効果については，WKB 解析（半古典論）に基
づく量子古典対応が極めて精密な解析が行われ，Julia 集合(複素領域におけるカオス運動)が
トンネル確率を誘導する現象：カオス的トンネル効果（chaotic tunneling）の機構が見出さ
れている．一方，エネルギー領域のトンネル効果は，量子状態への半古典論に基づく量子化
が実現していないため，いくつかの現象論的なシナリオが提案されている状況にとどまって
いる． 
動的トンネル効果による定常状態トンネル確率増大は，chaos-assisted tunneling（CAT）

と resonance-assisted tunneling（RAT）の 2過程が主要なシナリオとして知られている．両
者とも，対称井戸に相当する対称 KAM トーラス間の動的トンネル効果を想定している． CAT
では，対称 KAM トーラス間のトンネル効果を；(I) 対称 KAM 領域をダイレクトに接続するイン
スタントン経路，(II) KAM 領域からカオス領域を接続する別のインスタントン経路，の２経路
が存在する事を仮定している．(II) の経路において，カオス運動による波動関数の輸送過程
はトンネル効果のように減衰しないため，(I) の経路によるトンネル遷移よりも (II) の経路
のトンネル遷移が優位となり，トンネル確率が増大する；という定性的描像を提案した．さ
らに，多次元系のトンネル確率には特徴的なスパイク（あるいは激しい変動）を典型的に示
すが，CAT ではランダム行列理論に基づく統計的（現象論的）解釈として，カオスが準位共鳴
を誘導するという描像を与えた．RAT では，CAT で提案された (II) の経路について，KAM 領域
からカオス運動領域へ至る経路がインスタントンで直接接続されているのではなく，非線形
共鳴の仲介によって，インスタントン経路が多段式となり，KAM 領域からカオス領域へ至るト
ンネル確率がさらに増大する；というシナリオを提示した．特に RAT は定性的な描像にとど
まらず，自由度間の古典運動の振動数比が有理数のトーラスに対する断熱近似を介した永年
摂動法と，量子力学的摂動論のハイブリットアプローチによるトンネル確率の定量的評価法
を提示した．  

２．研究の目的 

本研究の大目的は多次元（自由度）系の定常状態に対する量子・古典対応を与えることであ
る．１次元自励ハミルトン系は全エネルギーが保存する完全可積分系であり，ポテンシャルに
束縛された古典運動は周期関数で記述される．WKB の処方箋に従えば波動関数の大域的構成が
可能であり， Bohr-Sommerfeld の量子化条件が周期解と量子状態の対応を与える．トンネル
効果は運動量の虚数成分（あるいは虚時間発展）―インスタントンとも呼ばれる―によって記
述される．多次元自励ハミルトン系のうち，完全可積分系の不変トーラスは Einstein-
Brillouin-Keller らによって量子化可能（EBK 量子化）であることが示されているが，任意に
選んだ多次元ハミルトン系は，保存量欠損のため非可積分系に属する．一般に非可積分系の相
空間はカオス運動と準周期運動が混在した混合相空間を形成する．多次元系において，定常状
態（大域的波動関数）を WKB 法に従って構成するためには，準周期運動とカオス運動をトンネ
ル効果によって接続する複素経路を構成する必要があるものの，方法論を含め成功した事例は
報告者の知る限り存在しない． 
本研究の小目的は動的トンネル確率の劇的増大に対する半古典的理解が進んでいる時間領域

半古典論の観点から，定常状態に対する動的トンネル確率増大の機構を考察し，これまでに提



案されている現象論的理論を再考することである． 

３．研究の方法 

動的トンネル効果の研究に利用される面積保存写像系のうち，標準写像，Hénon写像を主な
研究対象として採用した．標準写像は１次元対称井戸ポテンシャル系と同質の相空間構造（対
称性）を有する為，定常状態トンネル確率は１次元対称井戸ポテンシャルと同様に，トンネル
効果によって縮退が解けた大きさ，いわゆるトンネル分裂の大きさ評価する．Hénon 写像で
は，非有界となる古典運動が存在するため，定常状態の減衰率を規定する固有エネルギーの虚
部を評価する．以下において，トンネル分裂と減衰率を区別する必要が無い場合はトンネル確
率と言及する． 
一般にトンネル効果はプランク定数 ℏ に対して指数関数的に小さなくなる量であり，また，

WKB 解には指数関数的に小さな量と，大きな量が現れる．本研究では多倍長演算ライブラリー
が利用可能な，Mathematica（Wolfram 言語）, mpmath（python）, Julia などを使用した，多
倍長数値計算，幾何学的数値積分法に基づく常(偏)微分方程式の数値計算，WKB 法や鞍点法に
よる半古典的(漸近)解析を数値計算の方法とした． 

1. 無摂動（BCH）基底の構成：標準写像や Hénon写像はシンプレクティック形式を保存する
力学系であり，Liouville 演算子（Poisson 括弧）を用いて系の時間発展は指数演算子の
積で与えられる．対応する量子状態の時間発展演算子も古典写像と同様に指数演算子の積
で表現される．本研究では量子系の時間発展演算子を有限項の Baker-Campbell-Hausdorff
（BCH）展開によって得られる有効（BCH）ハミルトニアン―古典的な意味で BCH 展開は
高々漸近展開であり，一般に収束しない―を構成し，その固有状態を無摂動（BCH）基底
として構成する． 

2. 時間領域とエネルギー領域の接続：有限項で打ち切った BCH ハミルトニアン（以下，M-
次 BCH ハミルトニアンと呼ぶ）は古典的な意味で完全可積分系であり，その固有状態のト
ンネル過程はインスタントンを用いて半古典的に記述される． M-次 BCH ハミルトニアン
を無摂動項として扱い，BCH 展開の残差を摂動項として量子力学的摂動論を評価する．摂
動項の行列要素が BCH 基底間の量子写像による１ステップ時間発展で与えられるため，摂
動論を通じて時間領域の問題からエネルギー領域への問題へと接続する．また，BCH 基底
を量子写像で多ステップ時間発展を量子論の範疇で考察した．BCH 基底の半古典的サポー
トを与える複素多様体と，その多ステップ時間発展を古典力学の範疇で考察した．また，
量子写像の固有状態の半古典的サポートであると考えられている，KAM トーラスとの対応
を解析した． 

3. 半古典論の破れと回折効果：BCH 展開の残差項による遷移行列要素は量子写像の１ステッ
プ時間発展で与えられ，初期条件を定めれば具体的に三重振動積分の表式で書き下すこと
ができる．近可積分系において，遷移行列要素はトンネル遷移であるため，鞍点法―ここ
では定常 Schrödinger 方程式に対する WKB 法と区別しない―の主要部（半古典論）に基づ
けば，遷移行列要素はプランク定数 ℏ に対して指数関数的な減衰を示すことが期待され
る．しかしながら，標準写像や Hénon写像の数値計算では非指数関数的依存性を示すこと
が確認されていた．トンネル確率の非指数関数的依存性の起源を調査する為，鞍点法の主
要部のみならず，高次項の影響としての回折効果が主要な寄与を与える状況について整理
し，トンネル効果の非指数関数的依存性について考察を行った． 

4. M-次 BCH ハミルトニアンの量子・古典対応：量子写像の BCH 展開によって得られる BCH
ハミルトニアンは一般にプランク定数 ℏ の形式的べき級数展開となる．古典極限 ℏ → 0 に
よって得られる古典 BCH ハミルトニアンは，幾何学的数値積分法の分野で言及される修正
（あるいは影の）ハミルトニアンに一致する．修正ハミルトニアンに Weyl 量子化を施し
ても，元の BCH ハミルトニアンには戻らないため，両者の残差項の影響を評価した．物理
的に自然な設定において，波束の伝搬関数における位相関数はプランク定数 ℏ に依存しな
いが， BCH ハミルトニアンは ℏ のべき級数を有するため，BCH 基底を初期条件とした場
合，そのプロパゲーターの初期条件は ℏ に依存する．位相関数が ℏ を内包した場合，遷
移行列振幅の ℏ-依存性に与える影響を鞍点法の観点から考察を行った． 

5. トンネル確率の特徴づけとパラメーター依存性：BCH 基底を用いてトンネル確率への寄与
分解を提案し，その主要寄与を用いてトンネル確率に典型的に生じる階段構造の特徴づけ
を行った．また，トンネル確率の多倍長評価を行い，超高精度で摂動パラメーター及び ℏ-
依存性について調査した． 

6. 先行研究に対する再考察：先行研究である，CAT 機構，RAT 機構について検証した．BCH 基
底を用いて特定準位との準位共鳴を抑制可能な局所吸収摂動法を開発し，トンネル確率増
大現象に対する準位共鳴の影響を調べた．吸収摂動法は摂動基底の構成に任意性があり，
かつ非エルミート摂動という問題があった．吸収基底の構成に依存せず，かつエルミート
なレベルの準位共鳴抑制法を Pechukas，湯川らによって導入されたレベルダイナミクスを
用いて実現した．Suris によって導入された標準写像型の可積分写像を用いて，RAT が理



想的に成立状況でトンネル効果を調査した． RAT 理論の追試験を行い，RAT 理論で説明可
能な現象と不可能な現象について整理した． 

４．研究成果 

1. 時間領域とエネルギー領域の接続：BCH ハミルトニアンの固有状態を，初期波束として時間
発展を考える．低次の BCH 基底を用いた場合，波束の時間発展は量子写像の定常状態をま
ったく近似することができないものの，高次 BCH 基底―Hénon写像は９次以上，標準写像は
５次以上―を用いることで，数から十数ステップの時間発展によって，定常状態の波動関数
を極めてよく近似することを示した． 

2. 半古典論の破れと回折効果：BCH 展開の残差項による遷移行列要素の ℏ-依存性について考
察した．残差項による遷移行列要素は，量子写像による１ステップ時間発展による遷移確率
（トンネル確率）で与えられ，初期条件を定めれば具体的に三重振動積分の表式で書き下せ
るため，積分の主要部（鞍点）は古典軌道であるため半古典近似と呼ばれ，高次項は非古典
量であるため回折（量子補正）と呼ばれる．回折現象について現在知られている知見を整理
し，残差項による遷移行列要素の ℏ-依存性に現れる非指数関数的依存性ついて考察した． 

3. M-次 BCH ハミルトニアンの量子・古典対応(i)：量子写像の BCH 展開によって得られる有
効ハミルトニアンの古典極限を考え，その定常状態のサポートを与える（複素）多様体の
構造解析を行った．Hénon写像，標準写像ともに，再低次の BCH ハミルトニアンが規定す
る多様体は楕円関数（二重周期関数)で表現されるため，その基本領域内に孤立した特異
点しか存在しない．BCH 展開の次数増大とともにともない，実多様体が KAM トーラスを近
似するものの，基本領域における特異点と分岐点の個数が，BCH 展開次数 M に対して増大
し，また実面に接近する様子が観測された．それに応じて，時間領域半古典論を評価する
ために必要な初期多様体も多価性を示し，初期条件を半古典的に構成する際の処方箋が自
明でない事が分かった． 

4. M-次 BCH ハミルトニアンの量子・古典対応(ii)：通常の量子・古典対応を考察する際には
古典ハミルトニアンを正準量子化によって対応する量子力学を考えるものの，M-次 BCH ハ
ミルトニアンは ℏ に対する形式的べき級数で与えられる．M-次 BCH ハミルトニアンの古典
極限 ℏ → 0 によって得られる古典ハミルトニアンに対して Weyl 量子化を適用し，再度量
子力学を構成した．M-次 BCH ハミルトニアンと，Weyl 量子化によって得られるハミルトニ
アンの残差を評価し， 量子写像による１ステップ時間発展に伴う遷移確率（遷移行列要
素）の ℏ-依存性に現れる非指数関数的依存性は，M-次 BCH ハミルトニアンの固有状態を初
期条件とした場合に現れ，後者のハミルトニアンの場合には半古典論が予言する指数関数
的依存性を示すことが分かった．  

5. トンネル確率の特徴づけとパラメーター依存性：BCH 基底を用いてトンネル確率への寄与
分解を提案し，その主要寄与を用いてトンネル確率に典型的に生じる階段構造の特徴づけ
を行った．その結果，標準写像，Hénon写像ともに BCH 展開の残差による遷移行列要素の
うち，±mℏω (m=1,2,…) への遷移によって特徴づけられることが分かった；ω は量子写像
の周期に応じた振動数である．さらに，トンネル確率の多倍長評価を行いトンネル確率の
摂動パラメーター依存性には Melnikov 積分に相当する特異な依存性を示すことを明らか
にした．標準写像において，トンネル分裂の ℏ-依存性には指数関数より遅い依存性を示す
ことを多倍長数値計算によって明らかにした． 

6. 先行研究に対する再考察(i)：BCH 展開の残差による遷移行列には，トンネル効果によって
セパラトリックスを横断して遷移する振幅が優位に含まれていることを示した．RAT 理論
は作用-角変数を用いた局所理論であることを指摘するとともに，RAT の追試験をおこなっ
た．その結果，RAT ではセパラトリックスを横断する遷移が扱えない為，トンネル確率増
大現象を部分的にしか示せないことを明示した．特定準位との結合を抑制可能な局所吸収
摂動を構築し，準位共鳴の集積とトンネル確率の増大現象は独立な現象であることを示し
た．また，吸収摂動法は摂動基底の構成に依存し，非エルミート摂動であるため，
Pechukas，湯川らによって導入されたレベルダイナミクスを用いて，エルミートなレベル
での準位共鳴抑制法を構築した．その結果，レベルダイナミクスを用いた準位共鳴抑制法
と吸収摂動による準位抑制は定性的に等価な結果を得た．  

7. 先行研究に対する再考察(ii)：Suris によって導入された，1:2 の非線形共鳴を有する可
積分写像を用いて，RAT 理論が理想的に成立状況で非線形共鳴がトンネル過程に与える影
響について考察した．可積分写像系のトンネル効果は本質的にインスタントンによる寄与
で説明が可能であり，標準写像，Hénon写像でみられるようなトンネル確率の異常増大を
示さない事を明らかにした． 
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