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研究成果の概要（和文）：偏微分方程式の進行振動解に対する位相縮約法を定式化した。具体例として、非圧縮
性の２次元流体方程式系における進行振動対流を考えた。先ず、各空間点・各時刻に加えられた弱い摂動に対す
る進行振動対流の空間的・時間的な位相応答を定量化する位相感受関数を導出した。ここで、流体の非圧縮性を
反映して、流体速度場だけでなくその位相感受関数もソレノイダル条件を満たすことを解明した。加えて、定式
化した位相縮約法を用いて、熱的に相互作用する一対の進行振動対流の間の空間的・時間的な位相同期ダイナミ
クスを解析した。そして、弱く熱的に相互作用する場合、空間的・時間的に同相同期した解が大域的に安定であ
ることを解明した。

研究成果の概要（英文）：We formulated a theory for the phase reduction of traveling and oscillating 
solutions to partial differential equations. As a typical example, we considered traveling and 
oscillating thermal convection in a two-dimensional incompressible Navier-Stokes flow system. First,
 we derived phase sensitivity functions that quantify the spatiotemporal phase responses of the 
thermal convection under weak perturbations applied at each spatial point and at each time. Here, we
 demonstrated that the phase sensitivity functions of fluid velocity fields are divergence-free for 
incompressible Navier-Stokes flow systems. Further, we analyzed the spatiotemporal phase 
synchronization between a pair of thermally coupled systems exhibiting the thermal convection. 
Finally, the phase reduction theory enabled us to prove the global stability of the spatial and 
temporal in-phase synchronized state under the weak thermal coupling.

研究分野： 非線形動力学

キーワード： 数理科学　同期現象　振動現象　位相縮約　位相記述　振動対流　集団振動　進行振動解

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
大気大循環の模型実験系として知られる回転水槽実験系は進行振動対流パターンを示す。近年、一対の回転水槽
を熱的に結合させた系において、一対の進行振動対流の間の空間的・時間的な位相同期現象が観察されている。
回転水槽実験系の進行振動対流（進行振動解）は、「空間に関する連続並進対称性の自発的な破れ」と「時間に
関する連続並進対称性の自発的な破れ」という２つの位相を持つリミット・トーラス解である。本研究成果は、
回転水槽実験系の進行振動対流に対する位相縮約法を定式化し、結合回転水槽における進行振動対流の空間的・
時間的な位相同期ダイナミクスを位相縮約により解析するための基礎となる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
自然界にはさまざまな振動現象および同期現象が存在する。典型的には、各振動性素子はリミ

ット・サイクル解を持つ常微分方程式によって記述される。そのような各リミット・サイクル振
動子のダイナミクスを、位相と呼ばれるスカラー変数のみで記述する位相縮約法が、結合振動子
系における同期現象の解析に成功裏に適用されている。一方、自然界には偏微分方程式のリミッ
ト・サイクル解で記述される振動現象やそれらの同期現象も存在する。そこで研究代表者はこれ
までに、次のような偏微分方程式のリミット・サイクル解に対して位相縮約法を定式化してき
た：ノイズを受けた大域結合振動子系の集団振動を記述する非線形 Fokker-Planck 方程式、通常
の Hele-Shaw セルにおける振動対流を記述する流体方程式、化学系や生物系のリズミカルな時
空間パターンを記述する反応拡散方程式。しかし、偏微分方程式は空間連続並進対称性を持つ場
合も多く、そのような系におけるリズム現象はリミット・サイクル解では記述できない。例えば、
回転円柱や回転球は連続回転対称性（回転方向への連続並進対称性）を持つ。そのため、このよ
うな系におけるリズミカルな時空間パターンの形成は２つの位相モード(「空間の位相」と「時
間の位相」)を生じ、このようなリズム現象はリミット・トーラス解によって記述される。最近、
大気大循環の模型実験系である回転水槽実験系を用いて、２つの位相を持つ進行振動対流の同
期現象が調べられている。それゆえ、偏微分方程式のリミット・トーラス解に対する位相縮約法
の定式化が必要とされていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
結合させた２つの進行振動対流の間の位相同期現象が、大気大循環の模型実験系である回転

水槽実験系において観察されている。この系には回転方向に連続並進対称性が存在し、この系に
おける進行振動対流（進行振動解）は「空間の連続並進対称性の自発的な破れ」と「時間の連続
並進対称性の自発的な破れ」という２つの位相を持つリミット・トーラス解である。本研究の目
的は、進行振動解に対する位相縮約理論を構築することにより、時空間的な同期現象のメカニズ
ムを解明することであった。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究代表者は、本研究を開始するより以前に、シリンダー形状の Hele-Shaw セルにおける振動

対流の位相縮約法を定式化していた。この手法を一般化することにより、回転水槽実験系の進行
振動対流に対する位相縮約法の定式化を試みた。回転水槽実験系における進行振動対流の位相
縮約法を定式化する上で問題となるのは、回転水槽実験系を記述する方程式が非圧縮性の３次
元回転流体方程式であり、拘束条件を持つ偏微分方程式であることである。つまり、回転水槽実
験系の進行振動対流に位相縮約法を適用するためには、拘束条件を持つ偏微分方程式のリミッ
ト・トーラス解に対する位相縮約法を定式化する必要があった。そこで、拘束条件を持つ偏微分
方程式のシンプルな典型例として、Boussinesq 近似した熱対流方程式の２次元的な流れを考え
た。特に、３次元系を見据えて、流線関数を導入せずに、速度・圧力変数で表示された非圧縮性
の２次元流体方程式系を考えた。非圧縮条件を適切に処理することにより、速度・圧力変数で表
示された進行振動対流の位相縮約法の定式化を試みた。そして、定式化した位相縮約法の応用と
して、熱的に相互作用する一対の進行振動対流の間の空間的・時間的な位相同期ダイナミクスの
解析を試みた。 
 
 
４．研究成果 
 
本研究の成果は次の通りである。第一に、拘束条件を持つ偏微分方程式の進行振動解に対する

位相縮約法を定式化して、熱的に相互作用する一対の進行振動対流の間の時空間的な位相同期
ダイナミクスを解析した（引用文献①）。先ず、各空間点・各時刻に加えられた弱い摂動に対す
る進行振動対流の空間的・時間的な位相応答を定量化する位相感受関数を導出した（図１参照）。
ここで、流体の非圧縮性を反映して、流体速度場だけでなくその位相感受関数もソレノイダル条
件を満たすことを解明した。加えて、定式化した位相縮約法を用いて、熱的に相互作用する一対
の進行振動対流の間の空間的・時間的な位相同期ダイナミクスを解析した。そして、弱く熱的に
相互作用する場合、空間的・時間的に同相同期した解が大域的に安定であることを解明した。こ
こにおいて、進行振動解は「空間の位相」と「時間の位相」という２つの位相を持つリミット・
トーラス解によって記述される（図２参照）。ゆえに、進行振動解に対する位相縮約法は従来の
位相縮約法の大幅な一般化である。また、進行振動解の時空間的な同期現象に関する理論も、従
来の位相同期概念の大幅な一般化である。そして、本研究成果は、回転水槽実験系の進行振動対
流に対する位相縮約法を定式化し、結合回転水槽における進行振動対流の空間的・時間的な位相
同期ダイナミクスを位相縮約により解析するための基礎となる。 



 
図１：進行振動対流解（リミット・トーラス解）の各変数と対応する２つの位相感受性(Zs, Zt)
のスナップショット（引用文献①参照）。２つの位相感受性は各空間点に加えられた弱い摂動に
対する進行振動対流の空間的・時間的な位相応答を定量化する。(a) 温度場の対流成分。(b) 速
度場の水平成分。(c) 速度場の鉛直成分。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図２：偏微分方程式の進行振動解に対する位相縮約法の模式図（引用文献①参照）。進行振動解
は「空間の位相」と「時間の位相」という２つの位相を持つリミット・トーラス解によって記述
される。 
 
 
 
 
 



第二に、完全位相ロック状態にある振動子ネットワークの結合系におけるマクロな位相同期
ダイナミクスを集団レベルでの位相縮約法により解析し、個々の振動子はすべて同相結合して
いる状況においても集団間では逆相同期に成り得ることを理論だけでなく電気化学振動子を用
いた実験でも示した（引用文献②）。本研究成果は、アメリカ合衆国のセントルイス大学にある
同期分野において世界をリードする実験グループとの共同研究の成果である。 
 
第三に、強く相互作用する振動子ネットワークに対する集団レベルでの位相縮約法を定式化

した（引用文献③）。本手法は、振動子ネットワークの集団ダイナミクスを集団位相と呼ばれる
一自由度で記述することを可能にする。加えて、本手法は、振動子ネットワークが集団振動して
いる限り、相互作用が強くても適用可能である。本研究成果は、第二の研究成果および第八の研
究成果において用いた集団レベルでの位相縮約法の一般化である。 
 
第四に、鞭毛の振動運動を偏微分方程式のリミット・サイクル解として記述する数理モデルに

対する位相縮約法を定式化して、流体力学的に相互作用する一対の鞭毛の間の位相同期ダイナ
ミクスを解析した（引用文献④）。特に、鞭毛の同期現象には鞭毛の根元付近が重要であること
を数理的に示した（図３参照）。なお、本研究成果を一般化することで、海綿動物の襟細胞室に
おける鞭毛集団を記述する位相方程式が導出可能であり、その導出された位相方程式は、海綿動
物の水輸送機構を数理的に理解する上で本質的な貢献をすると期待される。加えて、本研究成果
は、ゾウリムシなどで観察されるメタクロナル波の研究にも応用可能であり、大きな波及効果が
期待できる。 
 
第五に、偏微分方程式のリミット・サイクル解に対する位相縮約法を用いて、振動対流など偏

微分方程式のリミット・サイクル解として記述されるリズム現象の相互同期に対する最適化手
法を開発した（引用文献⑤）。位相縮約法およびそれに基づく最適化手法は、振動現象・同期現
象に関係している限り、適用対象には制限がなく、大きな波及効果が期待できる。実際、研究代
表者自身らにより、振動対流を記述する流体方程式に加えて、化学系や生物系のリズミックな時
空間パターンを記述する反応拡散方程式にも適用した。 
 
第六に、常微分方程式のリミット・サイクル解に対する位相縮約法を用いて、常微分方程式の

リミット・サイクル解として記述されるリズム現象の相互同期に対する最適化手法を開発した
（引用文献⑥）。位相縮約法およびそれに基づく最適化手法は、振動現象・同期現象に関係して
いる限り、適用対象には制限がなく、大きな波及効果が期待できる。第五の研究成果は、本研究
成果を偏微分方程式に一般化したものである。 
 
第七に、ノイズを受けた強く相互作用する平均場結合振動子系に対する集団レベルでの位相

縮約法を定式化した（引用文献⑦）。先ず、ノイズを受けた平均場結合振動子系を記述する
Langevin 型の方程式を非線形 Fokker-Planck 方程式に変換した。そして、非線形 Fokker-Planck
方程式のリミット・サイクル解に対する位相縮約法を定式化した。本手法は、ノイズを受けた平
均場結合振動子系の集団ダイナミクスを集団位相と呼ばれる一自由度で記述することを可能に
する。加えて、本手法は、振動子系が集団振動している限り、ノイズや相互作用が強くても適用
可能である。本研究成果は、第三の研究成果と相補的な関係にある。 
 
第八に、振動子ネットワークの共通ノイズ同期に対する最適化手法を開発した（引用文献⑧）。

先ず、完全位相ロック状態にある振動子ネットワークを複数用意し、異なるネットワーク間には
相互作用が存在しない状況において、各ネットワークに共通のノイズを加えると、各ネットワー
クの集団振動が互いに位相同期することを、集団レベルの位相縮約を用いて解析した。次に、共
通ノイズ同期状態への緩和時間を特徴付ける Lyapunov 指数を導出し、この共通ノイズ同期に最
適なノイズの重み付け方も理論的に決定した。そして、不均一結合系・大域結合系・局所結合系
を用いて理論を例証し、その理論値を直接数値計算により検証した。 
 
最後に、同期現象の数理科学に関する共著書を改訂した（引用文献⑨）。そして、「蔵本由紀・

河村洋史，同期現象の科学：位相記述によるアプローチ（京都大学学術出版会，2017）」が「蔵
本由紀・河村洋史，同期現象の数理：位相記述によるアプローチ（培風館，2010）」の改訂版と
して出版された。 
 
以上のように、本研究の主要な成果である、拘束条件を持つ偏微分方程式のリミット・トーラ

ス解に対する位相縮約法の定式化および熱的に相互作用する一対の進行振動対流の間の時空間
的な位相同期ダイナミクスの解析は、当初の計画を達成するものである（引用文献①）。さらに、
位相縮約法の様々な拡張・応用も研究することで、当初の計画以上の成果を得ることができた
（引用文献②～⑨）。 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図３：鞭毛の振動運動の波形(h)と位相感受性(Z)のスナップショット（引用文献④参照）。位相
感受性は各点・各時刻に加えられた弱い摂動に対する鞭毛の位相応答を定量化する。鞭毛の位相
感受性の絶対値は鞭毛の左側の方が右側よりも大きい。つまり鞭毛の同期現象には鞭毛の根元
付近が重要である。 
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 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
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Collective phase reduction of globally coupled noisy dynamical elements

Physical Review E －

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無
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 １．発表者名



2019年

2018年

2019年

2019年

 ２．発表標題
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鞭毛の同期現象に対する位相縮約によるアプローチ

鞭毛の同期現象に対する位相縮約によるアプローチ
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