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研究成果の概要：整数論の研究では、素数の性質などを反映する各種のゼータ関数の研究が基

本的であり、このゼータ関数を生み出す重要な対象が保型形式である。これは異分野の多くの

数学的対象とも関係する。本研究の成果は、保型形式に関わる様々な量（次元公式、多様体の

成分数、微分作用素の具体形、ゼータ関数の値など）を具体的に求め、更にこれを用いて一見

全く異なる数学的対象の間の新しく精妙な関係を記述したことにある。
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１．研究開始当初の背景
この研究にはおよそ３つの背景があった。
ひとつは、研究代表者の保型形式の次元公式
に関する長い間の研究の積み重ねである。関
連して、代表者は１変数の整数ウェイトおよ
び半整数ウェイトの間の志村型対応を２次
ジーゲル保型形式に拡張した予想を近年提
唱して来ており、これを支える傍証として、
知られていた次元公式の一致があった。これ
はもっと以前に代表者の提唱した、シンプレ
クティック群のコンパクト実形どうしの保
型形式の対応でも同様であった。もうひとつ
は、アーベル多様体のモジュライとジーゲル

保型形式のかかわりである。保型形式環に関
するいくつかの具体的な結果や、４元数的エ
ルミート形式と超特異アーベル多様体との
関係、外国人研究者の CM 点に関する研究、
などを当時意識していた。最後に、代表者は
保型形式上の、領域の制限について保型性を
保つ正則線形偏微分作用素の多重調和多項
式による特徴づけを与えており、この方面で
は特殊関数的研究および、その応用が期待さ
れていた。以上の一見異なる数学的対象は内
的なつながりがあり、これを総合的にしかも
具体的に研究することが期待される状況に
あった。

研究種目：基盤研究（Ａ）

研究期間：２００５～２００８

課題番号：１７２０４００２

研究課題名（和文）多変数保型形式と代数的・幾何的不変量についての明示的研究

研究課題名（英文）Explicit Study of Automorphic Forms of Several

Variables and Algebraic and Geometric Invariants.

研究代表者

伊吹山 知義（IBUKIYAMA TOMOYOSHI）

大阪大学・大学院理学研究科・教授

研究者番号：６００１１７２２



２．研究の目的
当初の研究目的は、有界対称領域にかかわる
代数的・幾何的不変量と正則保型形式につい
ての研究を、異なる分野からの動機をも意識
して統合して行うことであった。詳しくは
（１）保型形式とアーベル多様体のモジュラ
イの統合的な研究。
（２）保型形式論固有の問題とその代数的・
幾何的不変量の研究。
（３）代数学、解析学の周辺分野と保型形式
論の統合的研究。
の３つを多分野ということを視野に入れて
目標に設定していた。

３．研究の方法
今回の研究では、簡単な数式処理ソフトと既
設の計算機などを除けば、特別な器機等は不
用で、必要だったのは、既知の結果の学習、
および頭脳で考える日常的な理論的研究と、
さまざまな関連する専門家との不断の深い
討論につきる。このため、研究代表者は本研
究機関中に国内出張を３８回程度、国外出張
を１８回程度行い、外国在住研究者をのべ１
４回程度招聘して、膨大な研究打ち合わせの
ための討論や成果発表を行い、多くの知見を
取り入れた進歩に極力努めた。とりわけ次の
３種類の研究集会を主催し、幅広い国際的な
討論を行った。
(１) The 4-th Spring conference on modular
forms and related topics,“Siegel Modular
Forms and Abelian Varieties",February 5-9,
2007, Hotel Curreac, Hamana Lake,
Hamamatsu, Japan. （参加者５２名）
(２) Oberwolfach Conference, Modul Formen,
(Winfried Kohnen and S. Boecherer と共催）
October 29 to November 2, 2007. （参加者
２４名）
(３) The 11-th Autumn Workshop on Number
Theory、２００８年９月１１日から１５日、
（池田保と共催）、（参加者３７名）
このうち、（１）は２５５ページの英文報告
集を発行し、また（２）の報告は Oberwolfach
Report なる本の一部として、 European
Mathematical Society より発刊された。

４．研究成果
主として研究代表者自身の直接の研究成果
について述べる。
（１）任意の素数レベルのパラホリック型の
離散群に関する２次ジーゲル保型形式につ
いて、ウェイト３の明示的次元公式を初めて
与えた。ウェイトが５以上の２次ジーゲル保
型形式の次元公式を求める一般的な方法と
して、セルバーグの跡公式とリーマン・ロッ
ホ・レフシェッツの定理という手段が（実際
の実行が複雑で困難と言うことは別にして
も）知られていた。しかし、ウェイト３では

核関数の発散、およびコホモロジーの障害の
非消滅という２つの困難があって、一般論は
現在でも存在しない。ここではパラホリック
型に限り障害の消滅をベクトル値のウェイ
ト１の保型形式の非存在に帰着することで
公式を求め、２０年来の懸案を解決した。こ
の結果は早速 Poor Yuen により志村谷山予
想の高次元版に応用され、また次項の幾何学
的応用などがあるなど非常に重要な進歩で
ある。さらに一般のウェイトのヘッケ作用素
の跡の計算で、べき単元の寄与をかなりの程
度計算し、跡公式の明示公式に向けて確かな
一歩を踏み出した。また、２次シンプレクテ
ィック群のコンパクト実形の保型形式どう
しのラングランズ型の対応予想の根拠を適
用限界まで述べ、さらにベクトル値パラモジ
ュラー群でも次元の一致を示した。次元公式
に関連して、素数レベルのウェイト２につい
て、ジーゲルの境界作用素の像を決定し、レ
ベル１のベクトル値ジーゲル保型形式につ
いて高いウェイトで Witt 作用素が全射で
あることを示した。（一部若槻聡と共同）
（２）主偏極アーベル曲面のモジュライ内で
の、超特異アーベル曲面の軌跡について、そ
の既約成分の個数とウェイト３のパラモジ
ュラー群のジーゲル保型形式の次元の一致、
その算術種数と岩堀型離散群のウェイト３
の原始形式の次元の一致を明らかにし、これ
らの幾何的別証明という新しい問題提起を
行った。さらに一般次元で主偏極超特異アー
ベル多様体の軌跡の既約成分で素体上定義
される個数と４元数的エルミート群のタイ
プ数および類数との関係を明らかにし、曲面
では数値を具体的に与えた。また軌跡の構造
を記述する予想を与え、その一部を証明して
F. Oort と高次元の研究を開始するに至った。
（３）領域の制限について保型性を保つ保型
形式上の微分作用素について、一般次元のジ
ーゲル上半空間を対角に制限する場合、およ
び偶数次元のジーゲル上半空間を２つの半
分のサイズの対角ブロックに制限する場合
について研究した。前者では、微分作用素を
特徴付ける２種類の標準的多変数多項式の
基底の具体的構築、漸化式、母級数の研究な
どを行い、後者では、その解空間の次元が正
確にわかる、複素パラメーターを２つ持つ、
単純に書き下せる一般次元のホロノミー系
を構築した。(D. Zagier, 落合啓之、葛巻孝
子と共同)。さらに、Bloch-Kato 予想の帰結
から想定される２次ジーゲル保型形式の標
準 L 関数の特殊値に現れる素数についての
Dummigan の予想を、桂田が Pullback の手
法で確認するために、上記のようなベクトル
値の微分作用素が必要であったが、これを複
雑な計算の結果具体的に与え、これを用いて
予想通りであることが検証された。
（４）一般レベルの Saito-Kurokawa リフト



の構造を明らかにし、この構成に必要なレベ
ルつきの指数１のヤコービ形式の実際的な
求め方を提唱し、小さいレベルについて、そ
の構造を決定した。一般次数のヤコービ形式
について、そのテーラー展開を保型形式上の
微分作用素を用いて記述した。関連して、特
に次数２指数１段１のヤコービ形式は２次
ベクトル値ジーゲル保型形式で決定できる
ことを示し、その構造を具体的に与えた。
各分担者、ないしは連携研究者も、以下の

業績リストに見るように、実解析的保型形式、
保型形式の合同、保型形式の周期、保型形式
のリフティング、代数的組合せ論、リー環論、
量子群、岩澤不変量、アデール幾何などで多
くの業績を上げ、これら全体として、本研究
にかかわる総合的な研究成果をあげた。
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