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研究成果の概要（和文）：微分幾何学における部分多様体論は，ガウス以来の歴史の長い学問分

野で，常に他の諸分野と関わりながら発展してきた．本研究課題は，有限次元および無限次元

リー理論，幾何学的変分問題，可積分系理論，幾何解析等の分野と関わり，伝統的な方法を踏

まえ無限次元的手法まで視点を広げて，部分多様体論の研究を広範かつ集中的に組織・推進し

た．有限次元および無限次元等径部分多様体，ラグランジュ部分多様体のハミルトン変分問題，

調和写像と可積分系等を研究推進，新しい方法と結果を与えた．また，この研究領域における

国際的な協力体制を整備し，若手研究者たちの活動も大いに促進した． 
 
研究成果の概要（英文）：Submanifold theory in differential geometry has long history since 
Gauss and is always making progress in relations with other fields. Bearing relations to 
finite and infinite dimensional Lie theories, integrable system theory, geometric variational 
problems, geometric analysis etc., based on traditional methods and making our vision 
wider to infinite dimensional methods, this project has organized and promoted research on 
submanifold theory extensively and intensively. We promoted the research on finite and 
infinite dimensional isoparametric submanifolds, Hamiltonian variational problems of 
Lagrangian submanifolds, harmonic maps and integrable systems, etc. and we provided 
new approach and results. At the same time we improved the structure of the international 
cooperation and we greatly promoted the activities of young researchers in the area. 
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１．研究開始当初の背景 
部分多様体論は微分幾何学において最も歴
史が長く重要な分野の一つである．他の数学

分野のみならず数理物理，情報科学など他の
諸科学においても部分多様体の微分幾何学
的構造は現れ，また部分多様体の微分幾何学
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に新たな問題や研究手法を提供しており，興
味は尽きない．可積分系理論，ゲージ理論，
幾何学的変分問題等の観点から曲面・部分多
様体や調和写像の研究で一定の成果を挙げ
てきたが，一層の発展が望まれた． 
 
２．研究の目的 
微分幾何学における調和写像，極小部分多様
体などのような幾何学的な変分問題や可積
分系理論的アプローチの研究に現れる有限
次元から無限次元的手法の発展を促進する． 
（１）対称空間への調和写像の空間の研究と
ループ群アプローチ． 
（２）ゲージ理論的方程式やソリトン方程式
の解のモジュライ空間の幾何構造の研究． 
（３）ケーラー多様体のラグランジュ部分多
様体とそのモジュライ空間の研究． 
（４）可積分系による対称空間への調和写像
論の研究． 
（５）対称空間に関わる有限次元および無限
次元部分多様体の研究． 
 
３．研究の方法 
研究期間を通じて，大阪市立大学数学研究
所微分幾何学セミナーにおいて，研究課題に
関する議論，情報交換を行った．海外の関連
研究者たちを招聘し，専門的知識の提供，研
究課題のレビューなど受けた．さらに，次の
ような国際研究集会，ワークショップを毎年
開催し，本研究課題を推進した． 
2005年度:  
・OCAMI 国際研究集会“Geometry, 
Integrable Systems and Visualization”, 
2006.1.26-29. 大阪市立大学学術情報総
合センター 
2006年度:  
・LMS Durham Symposium "Methods of 
Integrable Systems in Geometry", 
2006.8.11－21 (Durham, UK)  
2007年度:  
・OCAMI 微分幾何学ワークショップ「部分多
様体の幾何学における有限次元および無
限次元リー理論的方法」, 2007.10.1-5, 大
阪市立大学． 
2008年度:  
・OCAMI-KNU Joint Workshop on Differential 
Geometry and Related Fields  
“Submanifold Geometry and Lie-Theoretic 
Methods”, 2008.10.30-11.3, 大阪市立
大学.  

・第16回大阪市立大学国際学術シンポジウ
ム「リーマン面，調和写像と可視化」
（2009.12.19-24, 大阪市立大学学術情報 
総合センター） 
・OCAMI-TIMS Joint Workshop on 
Differential Geometry and Geometric 
Analysis, 2009.3.9-10, 大阪市立大学.  

 
４．研究成果 
調和写像と可積分系理論の研究に関しては， 
大仁田は，安藤直也，谷口哲也，宇田川誠一，
守屋克洋，乙藤隆史らと協力して，古典的曲
面論の未解決問題である Willmore予想の可
積分系アプローチに関して検討を進めた。ま
た，対称空間の部分多様体とHilbert空間の
無限次元等径部分多様体の研究に関して，小
池直之が目覚まし研究の発展を与えている．
本研究課題における主要成果であるケーラ
ー多様体のラグランジュ部分多様体の研究
Hui Ma（中国・清華大学）について述べる。 
ケーラー多様体にはめ込まれたコンパク
トなラグランジュ部分多様体は，任意のハミ
ルトン変形に対して，その体積の第１変分が
零になるとき，ハミルトン極小と呼ばれる．
ハミルトン極小のとき，さらに，任意のハミ
ルトン変形に対して，その体積の第２変分が
常に非負のとき，ハミルトン安定と呼ばれる．
体積の第２変分作用素の核（＝線型化された
ハミルトン極小方程式の解のベクトル空間）
に属する各無限小ハミルトン変形が全体空
間のケーラー多様体の正則キリングベクト
ル場から誘導されるとき，そのハミルトン極
小ラグランジュ部分多様体はハミルトン剛
性をもつと呼ばれる．ハミルトン極小ラグラ
ンジュ部分多様体はハミルトン安定かつハ
ミルトン剛性をもつとき，強ハミルトン安定
であると呼ぶことにする．Sで LのMにおけ
る第2基本形式に対応する3次の対称テンソ
ル場，αH で平均曲率ベクトル場に対応する
１次微分形式，即ち平均曲率形式,を表す． 
単連結完備な複素空間形，すなわち，複素
ユークリッド空間，複素射影空間と複素双曲
空間形（階数１エルミート対称空間）の埋め
込まれたコンパクトな∇S=0なるラグランジ
ュ部分多様体のハミルトン安定性を研究し
た（A.Amarzaya‐大仁田）． 
複素2次超曲面Qn(C)は，実ベクトル空間
Rn+2の向き付けられた2次元ベクトル部分空
間全体の成す実グラスマン多様体と標準的
に等長同型である．これは，階数2コンパク
ト型エルミート対称空間になるなどの豊か
な幾何学的構造をもつ．複素2次超曲面のラ
グランジュ部分多様体は，単位標準球面の超
曲面幾何学と密接に関わる．単位標準球面内
の主曲率がすべて一定な超曲面は，等径超曲
面（isoparametric hypersurfaces）と呼ば
れ，その研究はE.Cartan以来長い歴史があ
り他の数学の問題への応用も含め今なお活
発に研究されている。本研究も，等径超曲面
論の応用の一つとしても注目されている。 
B.Palmerの平均曲率形式公式から，単位標
準球面の等径超曲面のガウス写像は，複素2
次超曲面への極小ラグランジュはめ込みに
なることが分かる． 



 

 

等径超曲面の相異なる主曲率の個数をgで
表す．等径超曲面の構造理論（H.F.Münzner）
によって，「g=1,2,3,4または6」で，「その
主曲率k1<…<kgの重複度ｍ１,…,ｍg は，ｍ１
＝ｍ3＝…，ｍ２＝ｍ４＝…となる」ことが知
られている．さらに，単位標準球面に埋め込
まれたコンパクトな等径超曲面のガウス写
像 Gの像（ガウス像）は，複素2次超曲面に
埋め込まれたコンパ1クト極小ラグランジュ
部分多様体になり，ガウス写像は位数gの有
限巡回群を被覆群とする被覆写像になるこ
とを示すことができる．n+1次元単位標準球
面に埋め込まれたコンパクトなn次元等径超
曲面をNn，そのガウス像をLn=G(Nn)で表す． 
問題．このようにして得られた複素2次超曲
面のラグランジュ部分多様体Ln=G(Nn)が，ど
のようなラグランジュ部分多様体か？ 
命題（Hui Ma-大仁田）．単位標準球面のコン
パクトなn次元等径超曲面Nnのガウス像
Ln=G(Nn)は，単調かつ巡回的なラグランジュ
部分多様体で，最小Maslov数は，2n/g=ｍ１+
ｍ２ に等しい． 
n+1次元単位標準球面の等長変換群の単位
元成分SO(n+2)の連結コンパクト部分群のn
次元軌道として与えられる超曲面を，等質超
曲面と呼ばれる．等質超曲面は等径超曲面で
ある．また，複素n次元複素2次超曲面の等
長変換群の単位元成分SO(n+2)の連結コンパ
クト部分群の軌道として与えられる複素n次
元複素2次超曲面のラグランジュ部分多様体
を等質ラグランジュ部分多様体と呼ぶ． 
命題（Hui Ma-大仁田）．等径超曲面Nnがn+1
次元単位標準球面の等質超曲面であること
とLn=G(Nn)が複素2次超曲面の等質ラグラン
ジュ部分多様体であることは同値である． 
W.Y.Hsiang‐H.B.Lawson,Jr.の結果によ
り，「単位標準球面内の等質等径超曲面は，
階数2のコンパクトリーマン対称対（U,K）
の線型等方表現の主軌道（最大次元の軌道）
N=K/K0によって得られる」ことが知られてい
る．この事実は，球面の余等質性１の変換群
の分類により得られており，直接的幾何学的
な証明を見つけることは未解決である．これ
らの分類表や主曲率等は高木亮一‐高橋恒
郎により正確にルート計算された． 
単位標準球面内の等径超曲面は，すべて実
代数的であることが知られている．ｇ＝
1,2,3のときは，等径超曲面はすべて等質に
なる（E.Cartan）．非等質な等径超曲面はｇ
＝４のときのみ知られており，尾関英樹‐竹
内勝(1975,1976)によってクリフォード代数
の表現を用いた構成が最初に発見されて
D.Ferus, H.Karcher, H.F.Münzner(1981)に
よって一般化された（OT-FKM型等径超曲面）．
ｇ＝４の等質等径超曲面で， 
（U,K）=(SU(m+2),S(U(2)×U(m))), m≥2  
（U,K）=(SO(m+2),SO(2)×SO(m)), m≥3 

（U,K）=(Sp(m+2),Sp(2)×Sp(m)), m≥2 
（U,K）=(E6,U(1)・Spin(10)) 
の場合もまた，OT-FKM型等径超曲面である． 
ｇ＝６の等径超曲面の等質性については，
J.Dorfmeister‐E.Neher，宮岡礼子の研究，
ｇ＝４の等径超曲面の分類については，
T.Cecil, Q.S.Chi, G.R.Jensen および
S.Immervollによる研究がある。 
我々の主結果の一つとして，これらの等径
超曲面理論に基づいて，複素2次超曲面Qn(C)
内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様
体の分類を次のように与えることができた． 
定理（Hui Ma-大仁田）. L を複素2次超曲面
Qn(C)のコンパクト等質ラグランジュ部分多
様体とする．このとき，単位標準球面Sn+1(1)
の等質等径超曲面Nが存在して，次のいずれ
かが成り立つ： 
（i）L は極小ラグランジュ部分多様体で，
L= G(N). 
（ii）L は極小ラグランジュ部分多様体でな
ければ，L は G(N)のある１径数の等質なラ
グランジュ変形族に含まれる． 
（ii）の場合は，等質等径超曲面Nに対応す
る階数2のコンパクトリーマン対称対（U,K）
が次の場合にのみ起こる： 
(1)（U,K）=(S1×SO(3),SO(2)), 
(2)（U,K）=(SO(3)×SO(3),SO(2)×SO(2)), 
(3)（U,K）=(SO(3)×SO(n+1),SO(2)×SO(n)) 
(4)（U,K）=(SO(m+2),SO(2)×SO(m)) (m≥3). 
それぞれの場合の詳細は， 
(1) L はQ１(C)=S

2の小円または大円である． 
(2) L はQ２(C)=S

2×S2の小円または大円の直
積である． 
(3) L=K・[Wλ]⊂Qｎ(C) (∃λ∈S

1∖{±i}),  
ここで，K・[Wλ] (λ∈S

1) は, ラグランジュ
または等方的な軌道のS1-族で次の性質をも
つ： 
(a) K・[W1]=K・[W－１]= G (N

ｎ) はQｎ(C)
の全測地的ラグランジュ部分多様体である． 
(b) 各λ∈S1∖{±i} に対して， 
K・[Wλ]≅(S

1× Sn-1)/Z2 ≅ Q2,n(R) 
はQｎ(C)のハミルトン極小ラグランジュ部分
多様体で ∇S=0 を満たす．とくに，∇αＨ=0． 
(c) K・[W±i] はQｎ(C)の等方的部分多様体
で，dim K・[W±i]=0 (1点!)． 
（４）L=K・[Wλ]⊂Qｎ(C) (∃λ∈S

1∖{±i}) 
ここで，K・[Wλ] (λ∈S

1) は ラグランジュ
または等方的な軌道のS1-族で次の性質をも
つ： 
(a) K・[W1]=K・[W－１]= G (N

ｎ) はQｎ(C)
の（全測地的でない)極小ラグランジュ部分
多様体である． 
(b) 各λ∈S1∖{±i} に対して， 
K・[Wλ]≅(SO(2)×SO(m))/(Z2×Z4×SO(m-2)) 

            ≅ Q2,n(R) 
は，Qｎ(C)のハミルトン極小ラグランジュ部
分多様体で ∇S≠0 かつ∇αＨ=0を満たす． 



 

 

(c) K・[W±i]≅SO(m)/S(O(1)×O(m-1)) 
≅RPｍ－１ 

は，Qｎ(C)の等方的部分多様体である． 
われわれの主結果のもう一つとして，単位
標準球面のすべてのn次元等質等径超曲面Nn

のガウス像Ln=G(Nn)のハミルトン安定性を
次のように決定することができた． 
ｇ＝１: Nｎ=Sｎ は大球または小球で，そのガ
ス像 G (Nｎ)= Sｎは強ハミルトン安定，実は，
Qｎ(C)のcalibrated 部分多様体で，ホモロジ
ー類で体積最小である． 
ｇ＝２：Nｎ=Sｍ１×Sｍ２ (n=m１+m２,1≦m１≦m２) 
は所謂クリフォード超曲面で， 

G (Nｎ)=Qｍ1+1,ｍ2+1(R)⊂Qｎ(C) 
は全測地的． 
m2-m1≧3 ⇔G (Nｎ)=Qｍ1+1,ｍ2+1(R)⊂Qｎ(C)は 
ハミルトン安定でない．このときは，次元が
小さい方の球面Sｍ１⊂Rm1+1の2次の球面調和
関数が G (Nｎ)の体積を減少させるハミルト
ン変形を与える．それ以外のときは， 
G (Nｎ)=Qｍ1+1,ｍ2+1(R)⊂Qｎ(C) は，ハミルトン
安定である. m2-m1=2ならば, ハミルトン安
定だが，ハミルトン剛性ではない．m2-m1=0
または1ならば, 強ハミルトン安定である． 
ｇ＝３ :  
定理（Hui Ma-大仁田）．もしg=3ならば, L= 
G (Nｎ)⊂Qｎ(C)は，強ハミルトン安定である． 
ｇ＝６ :  
定理（Hui Ma-大仁田）．g=6かつ等質ならば, 
L= G (Nｎ)⊂Qｎ(C)は強ハミルトン安定である． 
ｇ＝４ : 
定理（Hui Ma-大仁田）．g=4かつ等質ならば,  
（１） L= G (Nｎ)=SO(5)/T2・Z４ 
は，強ハミルトン安定である． 
（２）L= G (Nｎ) 

=U(5)/(SU(2)×SU(2)×U(1))・Z４ 
は，強ハミルトン安定である． 
（３）L= G (Nｎ) 
=SO(2)×SO(m)/(Z2×SO(m-2))・Z４ (m≧3) 
は，ハミルトン安定でない ⇔ m≧6, i.e. 
m2-m1=(m-2)-1≧3. もしm_2-m_1=(m-2)-1=2, 
i.e. m=5ならば, ハミルトン安定だが，ハミ
ルトン剛性はもたない，よって，強ハミルト
ン安定ではない．m2-m1=(m-2)-1=0 または 1, 
i.e. m=3 または 4 ならば, 強ハミルトン安
定である． 
（４）L= G (Nｎ)  
=S(U(2)×U(m))/S(U(1)×U(1)×U(m-2))・Z４ 

(m≧2) 
は，ハミルトン安定ではない ⇔ m≧4,i.e. 
m２-m１=(2m-3)-2≧3. 
（５）L= G (Nｎ)= 
Sp(2)×Sp(m)/(Sp(1)×Sp(1)×Sp(m-2))・Z４  

(m≧2) 
は，ハミルトン安定ではない  ⇔ m≧3, 
i.e. m2-m1=(4m-5)-4≧3. もし m2-m1=1,i.e. 
m=2ならば, 強ハミルトン安定である． 

（６）L= G (Nｎ) 
=U(1)・Spin(10)/(S1・Spin(6))・Z４ 
は，強ハミルトン安定である． 
これらの結果から，次が得られた． 
定理（Hui Ma-大仁田）. (U,K)≠(E6,U(1)・
Spin(10))のとき，Ln=G(Nn)がハミルトン安定
でないことと条件ｍ2-ｍ1≥3 は同値である．
(U,K)=(E6,U(1)・Spin(10))のときは， 
ｍ2-ｍ1=9-6=3だが，Ln=G(Nn)が強ハミルトン
安定である． 
これら研究に関連して，酒井高司，入江博，
田崎博之，田中真紀子らは，コンパクト型エ
ルミート対称空間の全測地的ラグランジュ
部分多様体のタイト性の研究を進めている． 
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