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研究成果の概要： 
 
ゲージ対称性を持った共形場理論におけるいわゆる「レベルのシフト」を Hitchin システムの

枠組みでどう捉えられるのかという問題について、研究代表者はＨｉｔｃｈｉｎシステムにお

ける、プリム多様体の族から平坦接続のモヂュライ空間への写像の 1 点逆像から得られるベク

トル場を、プリム多様体の族の上の複素直線バンドルの正則切断の空間に作用する微分作用素

に持ち上げることにより、「レベルのシフト」が自然に導かれることを示して解決した。「レ

ベルのシフト」を幾何学的枠組みから示したものとしてこれは初めてのものである。また同時

にこの微分作用素から共形ブロックのなすベクトル束の射影接続が得られることも示した。こ

れらの結果を用いて研究代表者は共形ブロックの基底を具体的にテータ関数とテータ零値を用

いて表示する結果を得た。これはおよそ 2 年前のことであるが、その当時は対称性のみを指針

として式の形を求めることに終始していた。その後研究代表者は共形ブロックの基底を表すこ

れらの式に含まれる項の幾何学的解釈を明らかにすることに努め、最近になってほぼ全容が明

らかになって来た。これはレベルを無限大にしたいわゆる古典極限を考える上において本質的

な情報を与えるものである。 
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１． 研究開始当初の背景 

 
3 次元多様体の量子不変量の研究は国内外を
問わず組み合わせ的な手法によるものが主
流を占め、Ｗｉｔｔｅｎがもともと提唱した
ゲージ理論からのアプローチはほとんど研
究が進んでいなかった。Ｈｉｔｃｈｉｎシス
テムによる方法がもっとも有効であろうと
思われていたが、提唱者のＨｉｔｃｈｉｎ自
身が数年間の努力の末に放棄したこともあ
って、その後この方向からの追及は頓挫して
いる感があった。ＡｔｉｙａｈとＨｉｔｃｈ
ｉｎはともにこの方法によるアプローチの
提唱者であるが、彼ら自身の述懐によると、
ゲージ対称性を持った共形場理論における
いわゆる「レベルのシフト」をＨｉｔｃｈｉ
ｎシステムの枠組みでどう捉えられるのか
が分らなかったことが、最大の障害であった
ということである。 
 
 
２．研究の目的 
 
3 次元多様体の量子不変量は、２次元共形場
理論のひとつであるＷＺＷモデルに現れる
コンフォーマル・ブロックに含まれる真空ベ
クトルの内積により得られることが、Ｗｉｔ
ｔｅｎにより物理的考察から得られていた。 
ＷＺＷモデルのコンフォーマル・ブロックは
リーマン面上の階数２の安定ベクトル束の
モヂュライ空間上の行列式直線束の正則切
断の空間と同一視される。これらの正則切断
は階数２の非可換テータ函数とよばれ、代数、
幾何、数理物理などの各方面において極めて
重要な役割をはたす。我々の研究の目的は、
Ｍ．Ｆ．ＡｔｉｙａｈとＮ．Ｊ．Ｈｉｔｃｈ
ｉｎによって提唱されたアーベル化の方法
を発展させ、階数２の非可換テータ函数を、
プリム多様体上で定義された古典的なリー
マンテータ函数とテータ零値を用いて明示
的に表示する公式を得ることであった。これ
によって非可換テータ函数の変換法則の具
体的な計算が可能になる。この結果をさらに
発展させ、３次元多様体の幾何学と量子不変
量の関係を明らかにすることを目的とした。 
 
 
３．研究の方法 
ゲージ理論、３次元多様体の不変量の研究は、
位相幾何学、代数幾何学、非線形解析学、数
理物理学等の各分野にまたがり、深い知識と
理解が要求される。ゲージ理論については吉
田、複素微分幾何、佐々木多様体については

二木が担当した。ツイスター空間は本多、結
び目理論と量子不変量については村上が担当
した。双曲多様体、３次元多様体の幾何構造
については小島と研究協力者である蒲谷が担
当した。タイヒミュラー空間論は志賀が担当
した。 

ゲージ理論と３，４次元多様体の研究は欧
米を中心に急速に発展している。わが国にお
いても位相幾何学、大域解析学などさまざま
な分野の幅広い研究者に、この分野に興味を
持つものが多数活躍しているので、研究集会
に積極的に参加して交流を深めた。とくに東
大、京大、名大、数理研などのゲージ理論、
３，４次元多様体関係の研究者との研究交流
などのため、旅費および招待講演費に大きな
割合をさくことになった。また外国、とくに
欧米の研究者との交流は必須不可欠であり、
海外での研究集会への参加で情報収集、研究
結果の発表をした。国内では土屋昭博（名大）、
古田幹雄（東大）、深谷賢治（京大）、藤田
玄（東大）、河野俊丈（東大）、森下昌巳（九
大）、加藤晃史（東大）、織田孝幸（東大）
など、国外ではS.K.Hansen(DTU),M.F.Atiyah
(Edinburgh),N.J.Hitchin(Oxford),C.Telema
n(U.C.Berkeley) などの研究者と有益な研究
交流を持った。 

 近年、大域幾何学、数理物理と幾何学との
境界領域を扱う専門雑誌が多数発行されてお
り、関連図書の整備とともに、これらの購入
を図った。 

 
 
４．研究成果 
 
吉田 朋好 
 
研究代表者はこの問題について、Ｈｉｔｃｈ
ｉｎシステムにおける、プリム多様体の族か
ら平坦接続のモヂュライ空間への写像の 1点
逆像から得られるベクトル場を、プリム多様
体の族の上の複素直線バンドルの正則切断
の空間に作用する微分作用素に持ち上げる
ことにより、「レベルのシフト」が自然に導
かれることを示して解決した。「レベルのシ
フト」を幾何学的枠組みから示したものとし
てこれは初めてのものである。また同時にこ
の微分作用素から共形ブロックのなすベク
トル束の射影接続が得られることも示した。
これらの結果を用いて研究代表者は共形ブ
ロックの基底を具体的にテータ関数とテー
タ零値を用いて表示する結果を得た。これは
およそ 2 年前のことであるが、その当時は対
称性のみを指針として式の形を求めること



に終始していた。その後研究代表者は共形ブ
ロックの基底を表すこれらの式に含まれる
項の幾何学的解釈を明らかにすることに努
め、最近になってほぼ全容が明らかになって
来た。これはレベルを無限大にしたいわゆる
古典極限を考える上において本質的な情報
を与えるものである。また全体が物理におけ
る超対称性にからんでいることが最近にな
って明確になって来ており、共形ブロックの
基底を表すこれらの式が豊かな物理的、幾何
学的な内容を含んでいることが明らかにな
りつつある。当初、研究代表者の与えた式は
複雑な表示を持っている上各項の幾何学的
意味づけが明確でなかったため注目を引く
ことが少なかったが、これらの意味づけが明
確になれば式の統一的で簡明な解釈も得ら
れそれなりの支持が得られるものと考える。
現在研究代表者が目指している最も重要な
問題は 3 次元多様体の基本群のＳＵ（2）表
現のチャーンサイモンズ不変量が代数的数
であることの証明である。これは 3 次元双曲
多様体の体積あるいはチャーンサイモンズ
不変量の数論的性質、とくに代数的数か超越
数かなどの問題に直接関連している。現在は
このような問題に対する有効な方法は全く
知られていないが、3 次元トポロジーにとっ
て非常に重要な問題であると考える。研究代
表者は共形場理論がこの問題に対する有力
な研究手段を提供すると予想している。その
根拠は研究代表者の与えた式の古典極限を
とらえる過程で得た研究代表者の感触であ
るが、決して根拠のうすいものとは思わない。
共形場理論からの量子不変量の研究は組み
合わせ的手法によるものの単なるやきなお
しではなく、他の方法では近づけない問題へ
の強力な手段を提供するものと考える。 
 
二木 昭人 
佐々木多様体上の Einstein 計量，佐々木
-Einstein 計量の存在問題について研究し
た． M を Fano 多様体とし，S を M の標準
直線束の同伴 U(1)-束の全空間とすると S は
佐々木多様体になる． M が自明でないトー
ラス作用を許容すれば，Reeb ベクトル場の
変形にともなう佐々木構造の変形があるた
め，佐々木-Einstein 計量が存在しうる余地
が大きくなる．二木は(m + 1) 次元トーラス
の作用を許す(2m + 1) 次元佐々木多様体で
“高さ一定のトーリックダイアグラム” で
記述されるものは佐々木-Einstein 計量を
持つことを証明した．特にトーリック Fano 
多様体の標準直線束に同伴する U(1)-束の全
空間は佐々木-Einstein 計量を持つ．このこ
とを応用すると任意の自然数 k に対し，S2 
￡ S3 を k 個連結和をとった５次元多様体
k(S2 ￡S3) は可算無限個の変形同値でない
トーリック佐々木-Einstein 計量を持つこ

とを証明した．また別の応用として，トーリ
ック Fano 多様体の標準直線束の全空間には
完備な Ricci 平坦計量が存在することも証
明した． 
 
本多 宣博 
 
本多はツイスター空間の研究を代数幾何学
と微分幾何学の手法を駆使することにより
行った。とくにこれまで知られていなかった
ツイスター空間の数多くの例を具体的に構
成し、それらのなすモヂュライの空間の性質
を調べた。これらは代数的でない複素多様体
の例も多く含んでおり、極めて興味深いもの
である。 
 
小島 定吉 
 
 小島定吉は，低次元多様体のトポロジーの
研究を２０年間あまりの間一貫して続けて
きた．とくに最近１０年間ほどは，３次元双
曲多様体（曲率が負の一定値となるリーマン
多様体）の研究を集中的に行い，この分野の
日本での研究の第一人者となっている．  
 多くの重要な仕事をしてきたが，とくに１
９９８年に発表された論文において錐型特
異点（錐のように尖った特異点）をもった３
次元双曲多様体の変形の大域的振る舞いに
関する基本的な結果（大域的剛性定理）を証
明した． この結果は，同時期に出版された 
Hodgson-Kerckhoff の論文で証明された局
所剛性定理とともに，３次元双曲的錘多様体
の変形理論の基礎付けを完成した結果とい
えるものである． 
 
 
志賀 啓成 
 
志賀は単葉函数や正則二次微分の空間とタ
イヒミュラー空間の関係について，研究を行
った．「Riemann 面が変化したとき，その
Riemann 面に生息するものはどのように変化
するのか？」ということについて研究し，
Riemann 面上に定義されたいくつかの基本的
な函数，量の変化を明らかにした．また
Riemann 面上の函数のいろいろな性質を研究
した．例えば，BMO(bounded mean oscilation)
函数と Hardy 空間の双対性の研究がある．こ
れは，単位円周で定義された１位の Hardy 空
間（の境界値）の dual space と BMO 函数の
空間が等しいという Fefferman(-Stein)の定
理を Riemann 面で考えたものであり，一般の
Riemann 面ではこの duality は成り立たない
ことを指摘した．一方，位相的に有限なとき
は duality が成立することも証明し，位相的
に無限のときもある十分条件を与えること
に成功した．  



 
 
村上 斉 
 
低次元トポロジーに関する研究を行ってき
た．特に最近は結び目や 3次元多様体の量子
不変量を中心に研究した．1992 年から 1993
年にかけて，3次元多様体の量子不変量が 
Casson 不変量を決定するという結果を得た．
これは，その後大槻による有限型不変量およ
び Le-村上順-大槻による普遍的量子不変量
へと続く研究の先駆けとなっている．また，
村上順との共同研究により，結び目の Jones 
多項式の極限として結び目補空間の体積が
得られるであろうという予想（体積）を提示
した．これは量子不変量と幾何構造を結びつ
けるという画期的な予想であり，現在多くの
研究者の注目を集めている． 
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