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研究成果の概要： 

 組合せ調和写像をランダム群の固定点性質の解明に応用する研究を行った。成果として、三角

モデルのランダム群があるクラスに属するCAT(0)空間のすべてに対して固定点性質を持つとい

う結果を得た。また、グラフモデルのランダム群がより広いクラスに属するCAT(0)空間のすべて

に対して固定点性質をもつことを証明した。これらCAT(0)空間のクラスは、ある不変量δを用い

て記述されるので、不変量δを上から評価する問題に取り組んだ。CAT(0)空間の接錐の歪み係数

を用いて上から評価できることを明らかにし、ユークリッド的ビルディングの場合にこの評価を

実行した。 

 

交付額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２００５年度 4,500,000  0  4,500,000  

２００６年度 4,200,000  0  4,200,000  

２００７年度 3,000,000  900,000  3,900,000  

２００８年度 2,800,000  840,000  3,640,000  

    

総 計 14,500,000  1,740,000  16,240,000  

 

 

研究分野： 微分幾何学 

科研費の分科・細目： 数学・幾何学 

キーワード： 離散群, ランダム群, 固定点性質, CAT(0)空間, 不変量δ, 歪み係数 

 
１．研究開始当初の背景 

 すでに確立している研究手法として、リー

マン多様体から非正曲率リーマン多様体（あ

るいは弱い特異性をもつ非正曲率距離空間）

への調和写像の存在を用い、その全測地性あ

るいは複素解析性を証明するという方法があ

った。一方、研究代表者と連携研究者・井関

裕靖は、単体複体からCAT(0)空間(アレクアン

ドロフの意味での非正曲率距離空間)への調

和写像の類似物 -- 組合せ調和写像 -- を考
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えることにより、単体複体の基本群であるよ

うな離散群(典型例としてp進代数群の格子を

含む)の剛性を研究する新しい手法を確立し

ていた。 

 
２．研究の目的 

 本研究の目的は、離散群の剛性に関わる

種々の問題を微分幾何・幾何解析の手法を用

いて総合的に研究することである。背景で言

及した研究代表者等の研究成果をふまえて、

同研究をさらに発展させるとともに、新しい

問題意識や研究手法の創出を目指す。 

 
３．研究の方法 

 背景で言及した研究代表者等の結果を、定

義空間が単体複体とは限らない、より一般の

離散空間である場合に一般化し、とくに、離

散群にその表示から定まるウェイトを定めた

離散空間に対して固定点定理を定式化した。

また、nステップエネルギーの増大度評価から

固定点性質を導くというGromovの手法を別証

明・精密化した。さらに、CAT(0)空間の不変

量δと歪み係数との関係について考察した。 

 
４．研究成果 

 研究代表者・納谷信は、連携研究者・井関

裕靖、研究協力者・近藤剛史と共同で、組合

せ調和写像の超剛性、固定点定理への応用の

研究を行った。 

 まず、公表論文 

H. Izeki,S. Nayatani : Combinatorial 

harmonic maps and discrete-group actions 

on Hadamard spaces, Geometriae Dedicata 

114 (2005), 147-188  

の結果を、定義空間が単体複体とは限らない、

より一般の離散空間(群作用およびウェイト

付き)である場合に一般化した。これにより、

離散群にその表示から定まるウェイトを定め

た離散空間に対して固定点定理を定式化する

ことが可能になった。このことの応用として、

三角モデルのランダム群があるクラスCAT(0)

空間のすべてに対して固定点性質を持つこと

が証明できた。ここで、あるクラスとは、上

記公表論文において導入した不変量δ（０か

ら１までの値をとる）が上から定数C（<1/2）

で押さえられたCAT(0)空間全体のなすもので

ある。上記の結果は、Zukによる、ランダム群

がKazhdanの性質(T)をもつ(これはHilbert空

間に対して固定点性質をもつことと同値であ

る)という結果の一般化である。 

 また、スケール超極限のもとで閉じている

CAT(0)空間のクラスに対して固定点定理を定

式化した。その主張に、離散空間とそのよう

なCAT(0)空間のクラスの組に対して定義され

る定数が現れるが、この定数は、クラスとし

てHilbert空間の全体をとった場合には

Kazhdan定数と一致し、Kazhdan定数の一般化

と考えられるものである。 

 次に、グラフモデルのランダム群がKazhdan

の性質(T)を持つという事実（Gromovによる）

のSilbermanによる証明を詳細に検討し、この

結果を一般化して同じモデルのランダム群が

あるクラスに属するCAT(0)空間のすべてに対

して固定点性質をもつという結果を得た。こ

こで、あるクラスとは、不変量δが上から定

数C（<1）で押さえられたCAT(0)空間全体のな

すものである。 

 そこで、不変量δを上から評価する問題に

取り組み、CAT(0)空間の接錐の歪み係数（ユ

ークリッド空間にできる限り等長的に近くな

るように埋め込んだときの等長写像からのず

れをはかる不変量）を用いて上から評価でき

ることを明らかにした。とくに、ある系列の

ユークリッド的ビルディングの接錐の歪み係

数を上から評価することにより、次元が上か

ら押さえられたときに、ビルディングの不変

量δが上から定数C（<1）で抑えられることが

分かった。このことから、グラフモデルのラ



ンダム群が、この系列に属し、次元が上から

抑えられたすべてのビルディングに対して固

定点性質をもつことを示すことができた。 

 現在、グラフモデルのランダム群の固定点

性質に関する論文（井関裕靖、近藤剛史と共

著）を執筆中である。 
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