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研究成果の概要： 
 
シュレディンガー方程式の解の特異性の伝播に関する研究を行い、特に、非束縛的な仮定の下

で、解の超局所特異性を古典力学的散乱理論を用いて特徴づけることに成功した。この成果は、

当初はユークリッド空間上の短距離型摂動の場合に証明され、さらに長距離型摂動、散乱多様

体、摂動を持つ調和振動子、また解析的特異性の特徴付けへと拡張された。また、実解析的な

平滑化作用に関する研究成果も得た。 
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1) 量子力学の基礎方程式であるシュレディ
ンガー方程式は、古典的な物理学系の時間発
展を記述する偏微分方程式である波動方程
式、マックスウェル方程式、熱方程式などと
は、偏微分方程式のコーシー問題として著し
く異なる性質を持ち。特異型と呼ばれている。
特に、解の(超局所的)特異性の時間発展につ
いては、未知の部分が大きく、極めて限られ
た理解しか得られていなかった。 
 

(2)シュレディンガー方程式の特異性、ある
いは平滑化作用は、それ自身の興味だけでな
く、非線形シュレディンガー方程式への応用
においても有意義である。非線形シュレディ
ンガー方程式の解の存在定理、散乱理論など
は、自由なシュレディンガー方程式の解の性
質に強く依存しており、それらをポテンシャ
ルや磁場、また計量の摂動がある場合に拡張
するのは、未解決の問題が多い研究領域であ
り、多くの活発な研究が行われている。 
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２．研究の目的 
 
(1)シュレディンガー方程式は、波動方程式
などと異なり、対応するニュートン方程式か
ら決まる古典力学系により多くの性質が決
定されると期待される。特に、変数係数のシ
ュレディンガー方程式の解の特異性は、この
力学系を運動する古典粒子の高エネルギー
での挙動と密接な関係があると考えられる。
このアイデアを用いて解の超局所的特異性
の特徴付けを行い、さらにその拡張、応用を
目指した。特に、散乱理論との関係、多様体
への一般化などが興味の焦点となる。 
 
(2)シュレディンガー方程式の解の平滑化作
用、特に消散型評価、Strichartz評価をポテ
ンシャルのある場合、変数係数の場合、多様
体上のシュレディンガー作用素などに拡張
することは、それ自身も興味深く、応用上も
重要である。これらに関する研究を、散乱理
論の手法や(1)の成果とも絡めながら、進め
ていく。 
 
３．研究の方法 
 
(1)シュレディンガー方程式に対応する古典
力学粒子の高エネルギーでの挙動は、時間と
エネルギーに関するスケーリングにより、ポ
テンシャルや磁場を除いた、リーマン計量を
持つ空間の中を運動する粒子の長時間の運
動で近似できる事が分かる。非束縛的条件と、
摂動の遠方での適当な減衰条件の下では、長
時間の粒子の運動は古典力学的な散乱理論
を用いて記述できる。このアイデアと、半古
典解析の枠組みでのエゴロフの定理、あるい
はハイゼンベルグ方程式の解の構成の議論
を組み合わせる、というのが、この計画での
シュレディンガー方程式の解の超局所的特
異性の特徴付けに関する基本的なアイデア
である。 
 この基本的な手法を元にして、長距離型摂
動への拡張には、ハミルトン・ヤコビ方程式
の解を用いた modifierの構成、散乱多様体
上のシュレディンガー方程式を考える場合
は、動系方向の運動のみに注目した(新しい)
古典力学的散乱理論の構成、解析的特異性の
解析においては、Sjöstrandの解析的超局所
解析、等を組み合わせる。 
 
(2)平滑化作用の解析においては、以下のふ
たつの手法を用いる。  
①上記のアイデアの変形として、特異性伝播
定理で用いられる正値交換子(positive 
commutator)の手法を半古典解析に拡張した
ものを用いる手法。 
②散乱作用素の Lp空間での有界性を証明し、
その系として消散型評価などを導く手法(谷

島)。 
 
４．研究成果 
 
(1) 論文⑤において、上記の基本的な手法を
用いたシュレディンガー方程式の解の超局
所的特異性の特徴付けが、ユークリッド空間
上の短距離型摂動の場合に証明された。論文
⑥においては、その成果を、ユークリッド空
間の上の長距離型摂動の場合に拡張した。こ
こでの主要な新規性は、高エネルギーでのハ
ミルトン・ヤコビ方程式の解を構成し、(変
形子)modifierを用いて長距離型散乱理論を
構成したことにある。論文⑨においては、散
乱多様体と呼ばれる、漸近的に錐状の多様体
における短距離型摂動を持つシュレディン
ガー作用素の場合に、上記の結果を拡張した。
この論文における主な新規性は、散乱多様体
での古典力学的散乱理論の構成、対応する2
空間散乱理論の枠組みの下での量子力学的
時間発展の記述、などである。論文⑧、⑮に
おいては、上記の手法を摂動を加えた調和振
動子に適用し、調和振動子の周期的な超局所
的特異性の回帰に関する特徴付けを行った。
論文④、⑩においては、このアイデアをさら
に推し進めて、Sjöstrand理論の枠組みを用
いて、解析的シュレディンガー方程式の解の
解析的な超局所特異性の特徴付けを(ユーク
リッド空間上の短距離摂動の場合に)行った。 
 
(2) 論文①においては、ユークリッド空間上
の長距離型摂動を持つシュレディンガー方
程式の解の超局所平滑化作用を、「等質波面
集合」(homogeneous wave front set)の概念
を導入して証明した。これは、論文⑥におい
て精密化されたとも言えるが、全く異なった
手法による結果である。論文⑯においては、
この結果が散乱多様体の場合に拡張され、等
質波面集合がWunschによって導入された「二
次散乱波面集合」と同値であることも証明さ
れた。論文②においては、この手法を
(Martinez-中村の)相空間における指数的重
み付き評価の手法と組み合わせて、解析的超
局所平滑化作用に一般化された。 
 論文⑪、⑫、⑬ ⑭においては、短距離型
のポテンシャルを持つシュレディンガー方
程式について、波動作用素のLp空間における
有界性を証明することにより、消散型の平滑
化作用を証明した。論文⑪は、０エネルギー
に於いて共鳴状態がある場合にも成り立つ
評価を証明し、論文⑫では奇数次元の場合、
論文⑬では偶数次元の場合、論文⑭では４次
元空間の場合に、に、さらに精密な評価を得
た。 
 
(３)上記の研究に関連して、ランダム・シュ
レディンガー作用素のスペクトルに関する



 

 

研究も行い、以下の研究成果を得た。論文③
では、スペクトル・シフト関数のLp空間での
精密な評価を用いて、ランダム・シュレディ
ンガー作用素のウェグナー評価についての
新たな結果を得た。論文⑦では、局所ポテン
シャルが定符号でない場合に、スペクトル下
端におけるリフシッツ特異性を証明し、その
系としてアンダーソン局在を導いた。 
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