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研究成果の概要：最近 25 年，D.Voiculescu が開拓した自由確率論は，非可換確率論の一つと

して大きな発展を遂げた．自由確率変数の漸近モデルであるランダム行列や，自由確率論に固

有なエントロピーである自由エントロピーを基に，自由確率論の研究を行った．関連して，代

数的確率論，作用素論，作用素環，量子情報理論についても研究した．自由確率論における主

要な成果は，自由エントロピーと自由エントロピー次元の新しい定式化，対数ソボレフ不等式

と輸送コスト不等式の自由確率版の導出などである． 

 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2005 年度 3,100,000 0 3,100,000 

2006 年度 2,900,000 0 2,900,000 

2007 年度 2,700,000 810,000 3,510,000 

  2008 年度 2,700,000 810,000 3,510,000 

  年度  

総 計 11,400,000 1,620,000 13,020,000 

 
 
研究分野：作用素環，作用素論，量子確率論 
科研費の分科・細目：数学・大域解析学 
キーワード：自由確率論，作用素環，ランダム行列，自由エントロピー，自由エントロピー次

元，自由情報量，対数ソボレフ不等式，輸送コスト不等式 
 
１．研究開始当初の背景 
 代表者の日合は本研究開始時において，海

外共同研究者の D.Petz と共同研究を進めて

おり，自由確率論とランダム行列に関する以

前の成果を共著“The Semicircle Law, Free 

Random Variables and Entropy”(Mathemati- 

cal Surveys and Monographs, Vol.77, Amer. 

Math. Soc., 2000) に纏めた．さらに自由エ

ントロピー，自由圧力，自由フィッシャー情

報量などが関係する自由対数ソボレフ不等

式や自由輸送不等式について，Petz・植田と

共同研究を始めた．幸崎は因子環の(融合)自

由積の研究として，可測同値関係の自由積か

ら作られる因子環の研究を始めており，また

作用素の平均について，日合と体系的な研究

を進め，“Means of Hilbert Space Operators”



(Lecture Notes in Math., Vol. 1820, 

Springer, 2003)に纏めた．山上はテンソル

圏の研究の一環として，テンソル圏の自由積

の研究に着手した．植田は作用素環の自由積

や自由確率論の方法を用いて，部分因子環の

構造や群作用の研究に着手した．この方法は

近年のフォン・ノイマン環の研究において最

も有力なものである．自由確率論の研究では，

組合せ論的なアプローチが重要であり，微分

幾何の観点から浦川が，また代数的確率論の

観点から尾畑・洞が進めたグラフ・スペクト

ルとその漸近解析やランダム・ウォークの研

究は，本研究での役割が期待できた．このよ

うな背景のもと，本研究は時機を得たもので

あると考えた． 

 

２．研究の目的 
 自由確率論は 1980 年代以降 D. Voiculescu

を中心に，作用素環の自由積と密接に関連し

て発展している新しい非可換(＝量子)確率

論であり，古典確率論の独立性に代わる自由

性の概念が基本的である．古典確率論におい

ては確率変数が通常の関数で可換(XY=YX)で
あるのに対し，非可換確率論においては確率

変数が作用素または行列で非可換(XY≠YX)
であることが特徴である．この自由確率論の

急速な発展において，ランダム行列，組合せ

論，ポテンシャル論，エントロピー論などの

他分野との関連が多く見出された．この理論

はヒルベルト空間上の作用素論・作用素環論

や行列論を数学的基礎とするが，逆に自由確

率論の結果と方法は最近の作用素論・作用素

環の研究に強力な道具を提供している． 

 本研究の目的は，主にランダム行列の手法

を駆使して，作用素環論と自由確率論の両方

の考え方と方法を相互に関連させた融合的

研究を行うことである．さらに，これらの理

論の背後にある数学的構造を探求し，従来の

確率論の拡張と新しい定式化を志向する．研

究の特色と独創性は次の通りである． 

 (1)解析的，代数的，確率論的な方法にとと

まらず，ランダム行列，組合せ論，グラフ理

論，エントロピーなどの技法を駆使して研究

する． 

 (2)従来の古典的な確率論における種々の

概念と定理の自由確率論的類似を追求する

とともに，ランダム行列近似を用いて，古典

確率から自由確率へ近接する考え方を重視

する． 

 (3)欧米における自由確率論に現れる作用

素環はトレースをもつ II1 型フォン・ノイマ

ン環が中心であるが，本研究では一般の C*-

環や非トレース的 III 型フォン・ノイマン環

も含む枠組みで研究する． 

 
３．研究の方法 
 研究分担者が各自の研究テーマで研究を

行い，必要に応じて共同研究を進めた．特に，

日合−植田は堅密な共同研究で成果を上げた．

尾畑−洞も実のある共同研究を行った．代表

者の以前からの共同研究者である D. Petz 

(ハンガリー)には海外協力者として，本研究

の遂行に貢献してもらった． 

 各分担者は内外の関連する研究会・ワーク

ショップに出席し，研究打合せと情報収集を

するとともに成果発表も行った．本研究の計

画実施においては，日合と Petz が代表の日

本・ハンガリー共同研究「自由確率論とラン

ダム行列—新しい情報数理に向けて」(平成 16

〜17 年度)と「量子情報理論と量子確率論の

新展開」(平成 20〜21 年度)と関連させるこ

とができて，有意義であった． 
 平成 17 年 10 月，平成 20 年 9 月，平成 21

年 3月の３回仙台でワークショップを開催し，

延べで外国研究者 10 人，日本人研究者 15 人

程度を本科研費で招聘した． 

 各研究テーマについての研究の実施と方

法は，以下に述べる通りであった． 

 (1)ランダム行列の固有値分布と大偏差原

理の研究(日合・Petz・植田)：自由確率論が

ランダム行列と関連して発展する過程で，

Ben Arous-Guionnet と日合-Petz によって示

されたランダム行列の固有値分布に対する

新しいタイプの大偏差原理が重要な役割を

果たしている．多変数の非可換確率変数列に

対応する大偏差原理は，自由エントロピーの

研究と不可分である．A. Guionnet 等の研究

によってかなりの発展がもたらされたが，ま

だ完成にはほど遠い状況である．  

 (2)自由エントロピー・自由エントロピー次

元・自由フィッシャー情報量の研究 (日合・

Petz・植田)：古典的な確率論・情報理論で

有用なボルツマン-ギッブス・エントロピー

とフィッシャー情報量の自由確率版として 

Voiculescu が導入した自由エントロピーと

自由 フィッシャー情報量に関しては，数多

くの問題が残されている．自己共役およびユ

ニタリの非可換確率変数だけでなく，射影作

用素の非可換確率変数に対する自由エント

ロピー・自由エントロピー次元について研究

した．さらに，射影作用素の場合のアイデア

を用いて，自由エントロピー・自由エントロ

ピー次元と自由圧力関数に対する軌道アプ

ローチを導入し，自由相互情報量の研究を発

展させた． 

 (3)自由確率論における不等式の研究(日



合・Petz・植田)：本研究における特に注目

すべき話題として，自由エントロピーおよび

自由情報量が関係する自由確率論的な対数 

ソボレフ不等式や輸送コスト不等式を取り

上げた．ランダム行列の手法を用いて，これ

らの不等式の自由確率版について系統的な

研究を行った．特に輸送コスト不等式は，軌

道アプローチによる自由エントロピーの性

質を調べる上でも有用であった． 

 (4)スピン系における大偏差原理の研究(日

合・Petz)：量子スピン C*-環上のギッブス状

態，有限相関(マルコフ)状態，クェーサイ・

フリー状態などサイト間に相関がある状態

に対する大偏差原理を研究し，量子仮説検定

の漸近エラー限界に関する統一的な研究を

行った． 

 (5)グラフや直交多項式に関係した量子中

心極限定理とスペクトル漸近収束定理の研

究(尾畑・洞)：グラフや群に関係して種々の

フォック空間を構成し，その上の生成・消滅

作用素(量子調和振動子を一般化したモデ

ル)から決まる種々の交換関係をもつ確率変

数列について，量子分解の方法を用いて量子

中心極限定理やスペクトル漸近収束定理を

研究した． 

 (6)他に，融合自由積因子環の構造解析と作

用素不等式の研究(幸崎)，自由確率論と関連

したテンソル圏と C*-環の研究(山上)，無限

グラフ上のランダム・ウォークとスペクトル

解析(浦川・尾畑)，量子情報理論の量子論理

(小澤)，などの研究を行った． 

 
４．研究成果 

 (1)日合は，多変数の非可換確率変数に対し

て自由圧力関数を定義し，そのルジャンドル

変換によって多変数の新しい自由エントロ

ピーを導入した．これは，多変数の自由エン

トロピーに対する Voiculescu の２通りの方

法(行列近似の方法と非可換ヒルベルト変換

の方法)に加えて，第３の方法を提起するも

のである．一般にはルジャンドル変換を使う

自由エントロピーは Voiculescu の自由エン

トロピーと必ずしも一致しないが，両者が一

致する場合を考察し，またルジャンドル変換

による定義を上手く修正すると，Voiculescu

の自由エントロピーと常に等しくなるよう

にできることを示した． 

 (2)日合・Petz・植田は，ランダム行列モデ

ルによる近似の方法とユニタリ・ランダム行

列の経験固有値分布に対する大偏差原理を

用いて，サークル上の確率測度に対する自由

対数ソボレフ不等式を証明した．この不等式

は相対自由フィッシャー情報量と相対自由

エントロピーの大小関係を与える． 

 (3)日合・植田は，C*-確率空間の枠組みで，

多変数の自己共役(またユニタリ)非可換確

率変数のトレース分布に対する自由確率論

的な輸送コスト不等式を証明した．この不等

式は，ポテンシャルが自由独立性と適当な凸

性の条件を満たすとき，ワッサーシュタイン

距離と相対自由エントロピーの平方根の大

小関係を与える． 

 (4)日合・Petz は，２個の独立でユニタリ不

変なランダム射影行列について，それらの任

意の多項式の固有値分布に対する大偏差原

理を証明した．この結果は，２個の自己共役

射影によって生成される普遍 C*-環上のトレ

ース状態からなる空間上で定式化され，大偏

差原理のレイト関数は２個の射影に対する

自由エントロピーと一致する． 

 (5)日合・植田は自己共役作用素に対する

Voiculescu のマイクロ状態を用いた自由エ

ントロピーの射影作用素に対する修正版を

導入し，その基本性質を調べた．２つの射影

作用素の自由エントロピーと Voiculescu の

リベレーション理論における相互自由フィ

ッシャー情報量の間の一種の対数ソボレフ

不等式を示した． 

 (6)日合・植田は射影作用素に対する定義を

一般化して自己共役作用素の自由エントロ

ピーに対する軌道アプローチを研究し，軌道

アプローチによる自由エントロピー(次元)

と通常の自由エントロピー(次元)の間に成

立する関係式を与えた．軌道アプローチによ

る自由エントロピーは Voiculescu のリベレ

ーション理論における相互自由情報量のマ

イクロ状態を用いた定式化としての意義が

ある． 

 (7)日合・Petz は量子共分散と量子フィッシ

ャー情報量との関係を考察し，不確定性原理

と関連して知られていた不等式を一般化し

た．また，正定値行列のなす多様体上に行列

の種々の平均と関連して定義されるリーマ

ン計量についての測地最短距離や測地最短

曲線の公式を与えた． 

 (8)植田は幾何学群論で有用な HNN拡張の構

成法をフォン・ノイマン環に適用し，それに

よってできるフォン・ノイマン環のモジュラ

ー理論，因子性，超積などについて考察した．

また，関数環の峰点集合に関する結果の非可

換拡張を示し，それを用いて非可換 H∞-空間

の前双対の一意性を証明した． 

 (9)尾畑はグラフに関係した漸近スペクト

ル解析を研究し，ツリー上の量子ウォークの

理論が，量子分解の手法を使って，より一般

のグラフに対しても成立することを示した．



さらに，尾畑はグラフに関係した調和解析・

スペクトル解析を研究し，連結グラフの Q-
行列が正定値になるパラメータの集合がグ

ラフのある種の拡張で不変であることを示

した． 

 (10)洞・尾畑は成長する正規グラフの隣接

行列の漸近スペクトル分布を量子確率論的

手法で求めた．さらに，洞・尾畑は量子分解

の方法によるグラフに関係した漸近スペク

トル解析に関する一連の研究をまとめたテ

キストをシュプリンガー社から出版した． 

 (11)尾畑は Ji との共同研究で，生成・消滅

微分の概念をフォック空間作用素に導入し，

白色ノイズの微分を調べた． 

 (12)浦川はコンパクトなコーシー・リーマ

ン多様体上の変分問題の解としての擬

Yang-Mills 場の構成に対する２通りの方法

を与えた．また，浦川はコンパクト・リーマ

ン多様体上の熱核の平衡状態への収束の速

さについて調べた． 

 (13)幸崎は不確定性原理と関連する行列ト

レース不等式を証明した．また，幸崎はヒル

ベルト空間上で稠密な定義域をもつ正の自

己共役作用素の組で，定義域の共通部分がゼ

ロである面白い例をフーリエ解析などの手

法を用いて多数構成した． 

 (14)幸崎は行列・作用素の平均の研究にお

いて自然に現れる多くの正定値関数が無限

分解可能の性質をもつことをアダマール因

数分解定理を基礎とする複素関数論の方法

を用いて示した．さらに，幸崎は実数直線上

の正定値関数が無限分解可能であるための

有用な判定条件を与え，作用素の平均に関す

る研究で現れる多くの正定値関数が無限分

解可能であることを示した． 

 (15)山上は作用素環とテンソル圏の間の関

係を研究し，正規*ファンクターのカテゴリ

ーと W*両加群のカテゴリーの同値性を示し

た．また，山上は状態の平方根の間の推移振

幅を作用素環の表現論と関連させて研究し，

正値形式の幾何平均に基づく変分表示を用

いて，推移振幅の近似公式を与えた． 

 (16)小澤は，観測過程における普遍的な不

確定性原理の新しい定式化に成功した．小澤

は，量子観測と量子情報に関する種々の問題

を考察し，例えば，エンタングル状態におけ

る部分系の量子相関に関連して，量子完全相

関の概念を導入し，その観点から量子観測理

論を研究した．さらに，小澤は集合論のブー

ル値モデルの量子版として，フォン・ノイマ

ン環の射影束で表現される量子論理に基づ

く集合論のモデルを構築し，ZFC 集合論から

その量子版への転送定理を確立した． 
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