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研究成果の概要： 

多変量正規分布の平均ベクトルや分散共分散行列の推定問題において，通常の推定量であ

る標本平均ベクトルや標本分散共分散行列が非許容的であると結果（いわゆるスタイン現象，

スタインにより提案された新たな推定法を縮小推定法と呼ぶ）がスタインにより示されて以

来，スタイン現象や縮小推定法に関する研究がおおくなされている．本研究期間中に，縮小

推定法の議論が十分に展開されていなかった多変量統計モデルにおいて，縮小推定法を考案

し，理論的および数値実験比較の観点から縮小推定法の有効性を示した．縮小推定法の適用

が，古典的な多変量統計モデルをこえて広く可能であることを明らかにした．  
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１．研究開始当初の背景 
正値対称実行列の空間上に定義されるウ

ィシャート分布は多変量分散分析などで基
本的な役割を果たす．また，エルミート対称
複素行列の全体の空間上で定義される複素
ウィシャート分布は，移動通信や SAR 
(synthetic aperture radar system)データ
の解析など科学技術分野で広く用いられて

いる． 
従来の多変量解析（以後，古典的多変量解

析とよぶ）では，個々の空間上の多変量モデ
ルを個別に扱う傾向がややあった． 
しかし，任意の対称錐（すなわち，自己双

対で等質な開凸錐体で正値対称実行列やエ
ルミート対称複素行列をその例として含む
もの）がジョルダン代数(すなわち，可換律

 



 

のほかにジョルダン積という特殊な結合律
をみたす代数系)によって記述される事実を
利用すれば，正値対称実行列の空間上の解析
が任意の対称錐にも見通しよく拡張・適応で
きる． 
このことは，多変量実正規分布と複素正規

分布それぞれで行われてきた議論はいうま
でもなく，ローレンツ錐やステイフェル多様
体上の統計モデルまでの推測理論の議論が
統一的な枠組みからできるであろうこと示
唆する．これが，本研究にいたる動機であり，
その可能性の中心であった．  
 
２．研究の目的 
以下の項目が主な目的であった： 
(1) 対称錐上の一般化されたウィシャート分
布の期待値母数（スケール行列）の推定問題
について統計的決定理論から検討し，縮小推
定法の構成とその最適性を調べること； 
(2) 対称錐上の一般化されたウィシャート分
布の期待値母数（スケール行列）の検定問題
における尤度比検定統計量等の漸近分布や
その精度の向上を目指す近似方式を検討し，
古典的多変量解析で知られている結果を統
一的かつ体系的に拡張すること； 
(3) ウィシャート分布は自然母数指数分布族
に含まれる．自然母数指数分布族の理論の観
点から，対称錐上の新たな統計モデル（対称
錐上の楕円分布族や指数 dispersion モデル
など）の構成し，その性質を調べること； 
(4) 標本数に比較してモデルの次元が非常に
高い場合の推測理論を対称錐上の一般化さ
れたウィシャート分布に対して展開するこ
と； 
(5) 因果関係を記述するグラフィカルモデル
とそれにおける手法を対称錐上の一般化さ
れたウィシャート分布に対して構成し，それ
らの最適理論を調べること； 
(6) 対称錐上の一般化されたウィシャート分
布の期待値母数（スケール行列）の推定問題
を頑健性の観点から考え，対称錐上の統計モ
デルにおける頑健な手法を考案し，考案した
推定量の漸近分布を検討すること； 
(7) ジョルダン代数を用いて，対称錐上の一
般化されたウィシャート分布モデルを一般
化したように，ステイフェル多様体上の統計
モデルの統一的に記述と表現を検討し，その
統一的かつ体系的な推測理論を確立するこ
と； 
(8) 上記の(1)~(7)で得られた推測論における
最適理論に関する結果を数値実験で検証す
ること． 
 
３．研究の方法 
本研究は， 

(1) 推測統計理論の側面からの研究； 
(2) 表現論の側面からの研究； 

(3) 提案した新しい統計手法の数値的検討を
する研究； 

(4) 考案された新たな統計手法の他分野への
適用および応用の可能性の研究 

にわかる．本研究は，数理統計学・数学・通
信理論等の複数の分野にわたる学際的な性
格と理論から応用までの幅広い目標を掲げ
ているので，国内外の関連分野の研究者との
研究連絡・研究討論・情報交換を活用しつつ
研究を進めた．研究代表者および連携研究者
は，セミナー等の開催により，情報交換と研
究討論を繰り返しながら，各人の研究アイデ
アの本研究への融合を図った．さらに，参考
となる学術論文・専門図書を購入し，既知の
知識の整理と新しいアイデアの発見を試み
た． 

  
４．研究成果 
(1) ショルダン代数を利用した多変量統計
モデルの体系的な研究の可能性を明らかに
しつつ，対称錐体上の一般化されたウィシャ
ート分布モデルの先行研究を踏まえ，対称錐
体を記述するために重要な役割を果たすジ
ョルダン代数についての基本的な事項につ
いて整理をした上で，対称錐体上の一般化さ
れたウィシャート分布のスケール行列（期待
値母数）の推定問題において，統計的決定理
論の枠組みから新たな推定量を導出し，その
最適性について調べた．この結果は，実ウィ
シャート分布のスケール行列の推定問題を
スタイン損失（エントロピー損失とも呼ばれ
る）のもとで考えたときに，母数分散共分散
行列の最尤推定量は非許容的であり，ミニマ
ックス推定量でなく，定数リスクのミニマッ
クス推定量によって一様に改良され，さらに，
直交群に関して不変な推定量の族に対して，
そのリスクの不偏推定量を導出することが
でき，これを用いることにより，定数リスク
のミニマックス推定量も一様に改良できる
という結果を対称錐上の一般化されたウィ
シャート分布のスケール行列の推定問題に
たいして展開したことになる．この研究結果
に関する論文は国外学術専門誌（Journal of 
Multivariate Analysis）に掲載された． 
(2) 対称錐体上のウィシャート分布の特別
な例として，ローレンツ錐体上のウィシャー
ト分布モデルのスケール行列に対する新た
なミニマックス推定量を構築した結果を得
た．ここで得られた結果は，これまで扱われ
ていなかった統計モデルに対して統計的決
定論の立場から議論をしたところに斬新さ
がある．この結果をまとめた論文は国外学術
専門誌(Journal of Statistical Studies)に
掲載された． 
(3) 多変量実正規分布の精度行列（分散共
分散行列の逆行列）の推定問題を 2 乗損失
のもとで考え，母数分散共分散行列に対して

 



 

提案された改良型推定量を修正したものが，
精度行列の改良型推定量になっていること
を示した．これらの結果に基づき判別係数に
対する改良型推定量の族を提案し，そのリス
クは通常の推定量のリスクを一様に改良し
ていることを示した．さらに，数値実験に用
いて通常の推定量に対する改良率を報告し
た．この結果は，国外学術専門誌（Journal of 
Multivariate Analysis）に掲載された． 
(4)エルミート対称行列の全体の空間上で
定義される複素ウィシャート分布において，
そのスケール行列の推定問題を考え，縮小推
定量を構成する理論的な道具立てを調べた．
ここで展開される議論は，上記の(1)で予想
された結果をより個別の設定において，やや
ことなるアプローチを用いて議論を展開し
たものである．研究成果をまとめた論文は，
国外学術専門誌(Journal of Statistical 
Planning and Inference)に掲載された． 
(5) 標本数が変数の次数より小さい場合の
多変量正規分布（実正規分布と複素正規分
布）の分散共分散行列の推定問題は，応用に
おいて非常に重要であるにもかかわらず，近
年まであまり研究がされていなかった．この
場合には，標本分散共分散行列が特異（正値
対称ではなくランクが落ちる）となり，推定
量は不安定になる．この点は従来の推定問題
にはない難しさがある．さらに，標本数が変
数の次数よりも大きな場合でも標本分散共
分散行列の固有値は母数分散共分散行列の
固有値に対してバイアス（小さい固有値の推
定量は小さい母数固有値に対して小さい方
にバイアスをもち，大きい固有値の推定量は
大きい母数固有値に対して大きい方にバイ
アスをもつ．）をもち精度がわるいことが知
られている．このような欠点を克服するため
に，ある種の不変損失関数のもとで改良型推
定量を導出した．標本分散共分散行列のリス
クと直交不変な推定量の族のリスクを比較
するために，この族に対してリスクの不偏推
定量を導出した．ここで用いられた手法（理
論的な考察のために道具）は，非特異なウィ
シャート行列に対して展開されていた 
eigenstructure に対する議論を特異ウィシ
ャート行列に対して拡張したものである．さ
らに，数値実験により，改良型推定量を正定
値にした修正推定量は，安定性と精度の観点
から標本分散共分散行列よりもよいことを
数値実験で確認した．この結果は，２００８
年度統計関連連合大会および研究集会で口
頭発表し，論文としてまとめたものは現在国
外学術専門誌において審査中（リバイスを再
投稿済み）である． 
 (6) 複素多変量正規分布の平均行列の推
定問題を不変な 2 乗損失関数のもとで考え，
ミニマックス推定量を構成する体系的なア
プローチを与えた論文を準備中である．ここ

で議論された問題が，複素多変量分散分析モ
デルや一般化複素多変量分散分析モデルの
回帰係数行列の推定問題のプロットタイプ
になる．これらの問題を含めたいくつかの多
変量モデルの推定問題に応用できるアプロ
ーチを与えていることがおおきな成果であ
り，非常に発展性のある結果である．ここで
得られた研究結果をまとめた論文は，準備中
である． 
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