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研究成果の概要： 

温度変化のもとで物質がその性質を変える相転移とよばれる現象に関連する数学的問題を研究

した。この種の問題は単なる方程式ではなく、変分不等式と呼ばれる、不等式によって解に制

約条件を課した複雑な構造をしている。無限次元の空間において問題を定式化し、発展方程式

論という抽象的な方法を駆使して、解が存在すること、解がただひとつであること、時間がた

つにつれて解がどの様に変化するか、などに関する成果を得た。 
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１．研究開始当初の背景 

 
近年、様々な数理モデルに現れる自由境界問
題の研究が数理解析上重要なテーマになっ
ている。自由境界問題は適当な変換などによ
り、変分不等式や準変分不等式と深い関係が
ある。 

変分不等式・準変分不等式の理論は歴史的
に非線形発展方程式の理論とともに発展し
てきた経緯がある。自由境界問題との関連に
おいて両理論を研究することで、新たな展開
と新機軸を打ち出す機会となろう。 

数理モデルの応用としては非平衡熱力学
に現れる問題が特に重要である。 

 

２．研究の目的 

 

非線形発展方程式論において確立された理
論と方法を応用することによって、変分不等
式（制約条件を課した偏微分方程式）および
準変分不等式（制約条件が未知関数に依存す
る変分不等式）の研究を発展させる。 

 （準）変分不等式の解の存在と一意性、デ
ータに関する連続依存性、正則性、時間大域
挙動（大域アトラクター、周期解）について
新たな一般的な枠組みを構築する。 

 非平衡熱力学のモデルへの応用を意識す
る。 

 以上の研究を通して非線形発展方程式の
理論そのものの発展をも目指す。 
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３．研究の方法 

 

時間を含む変分不等式を関数解析的に研究
するためには、非線形発展方程式の理論のな
かで劣微分発展方程式の方法が歴史的によ
く応用されてきた。 

時間に依存する制約条件や未知関数に依
存する制約条件の問題に対しては時間依存
劣微分発展方程式の理論と方法を応用する
ことが適切かつ有効である。 

 本研究では研究代表者がこれまでその理
論建設と応用に貢献してきた時間依存劣微
分発展方程式の方法を効果的に用いること
で（準）変分不等式を研究した。研究方法に
おける中心概念は：エネルギー不等式、吉田
近似法、および凸関数を用いたリャプノフ法
である。 

 解の構成および時間大域挙動の研究のた
めにはエネルギー不等式が重要な役割を果
たす。研究代表者は 1989 年に時間依存劣微
分発展方程式の可解性問題に関して逆問題
を提起・解決し、可解性のための劣微分作用
素の時間依存性条件をエネルギー不等式に
より特徴づけた。以来この観点に基づいて
様々な変分不等式を研究してきた。その経験
を中で開発・蓄積・確立してきた方法論が本
研究でも有効に機能した。 
 近似問題としては吉田近似の方法を組織
的に用いる。この方法は作用素と凸関数（ポ
テンシャル積分）を同時に近似するという意
味で極めて有用な方法である。さらには、時
間依存劣微分発展方程式のエネルギー不等
式とも連動しており、本研究においても近似
解の一様評価を得るために極めて有効であ
った。 
 準変分不等式や移流項を含む微分方程式
に関する変分不等式の問題では凸関数のみ
で問題が定式化できるわけではない。しかし、
未知関数を含む凸関数を導入して、不動点の
方法を用いることで解の存在にアプローチ
することができる。不動点定理を適用する問
題においては必然的に時間依存凸関数が現
れる。そこで一様（アプリオリ）評価を前述
のエネルギー不等式によって導出すること
によって、本研究で扱った問題においても不
動点定理が適用可能になった。 
 時間大域挙動においても劣微分作用素の
方法が有効である。特に大域アトラクターの
構成では解軌道に沿って減少してゆく（また
は有界な）汎関数（リャプノフ関数）を構成
することが鍵となるが、劣微分作用素に対す
る凸関数が自然にその役割をはたす。本研究
においても凸関数をリャプノフ関数とみな
して大域アトラクターを構成する方法が有
効に用いられて、いくつかの問題解決に結実
した。 
 

４．研究成果 
 

(1)退化かつ特異な非線形性をもつ放物型偏

微分方程式の初期値境界値問題を研究した。

ノイマン境界条件の場合に解が存在するた

めの必要かつ十分な条件を与えた。デイリク

レ境界条件の場合には解が存在するための

両立条件を発見し、また劣微分作用素で記述

するための凸関数を発見した。（論文⑫⑮⑰） 

(2)熱水力学の方程式系（ブシネ方程式）に

おいて温度の方程式（エネルギー保存則）に

非線形性を考慮した問題を研究した。熱流に

退化かつ特異な非線形性を持つ場合に弱解

の存在を空間次元に制限なしに証明した。ま

た、温度にノイマン境界条件の場合には弱解

が存在するための必要かつ十分な条件を与

えた。（論文⑧⑰） 

(3)移流項を含むような楕円-放物型偏微分

方程式を研究した。解の存在と一意性、比較

定理などに関して一般的な枠組みを劣微分

作用素の観点から構築した。時間大域的挙動

に関して、与えられたデータが時間周期的な

場合に周期解の存在を一般的に証明するこ

とに成功した。さらに、具体的な問題（両側

制約条件を課した変分不等式）について周期

解の一意性と漸近安定性を証明した。また、

最適制御問題を研究し、数値解析の観点から

解のデータに関する連続的依存性と最適解

の存在を証明した。（論文⑥⑦⑨⑪⑬⑳） 
(4)２階非線形放物型偏微分方程式に関する
変分不等式の一般理論を構築した。ポテンシ
ャル有する形の放物型偏微分方程式に時間
依存制約条件を課した変分不等式に関して
解の存在・一意性のための抽象的枠組みを劣
微分作用素の観点から創った。その際にエネ
ルギー不等式の方法が有効に用いられた。さ
らに与えられたデータに関する解の連続的
依存性を証明し、周期アトラクターの構成を
行った。（論文①⑯） 
(5)温度変化を考慮した Penrose-Fife型の相
転移ダイナミクスモデルの研究を行った。こ
のモデルは温度に関する方程式（エネルギー
保存則）に退化かつ特異な非線形性が現れる
ことが特徴である。劣微分作用素と極大単調
作用素の観点から、温度にデイリクレ境界条
件を課した問題に関して、解の存在と一意性
を証明した。また、凸関数を具体的に構成す
ることにより、劣微分作用素で問題が記述で
きることを示した。（論文②⑭） 
(6)双曲型変分不等式の研究を行った。解の
時間微分に制約条件を課した問題に関して、
1970年代にJ.L.Lionsが提起した問題に答え、
長年の懸案であった時間依存制約条件の問
題について解の存在と一意性に関する抽象
的理論の構築に成功をおさめた。（論文⑩） 
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