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研究成果の概要：放物的不動点を持つ 3次多項式の Branner-Hubbard-Lavaurs deformation の
理論を構築し、stretching rays の振動の規則性や stretching map の不連続性を解明した。
高次多項式の Julia set の性質を用いることにより、base Julia set が連結でない Axiom A 
polynomial skew product の力学系について、特に危点集合の集積点集合の性質を解明し、新

しい例を構成した。 
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１．研究開始当初の背景 
(1)３次多項式写像族の力学系に特有な現象
である不連続性は、放物的な周期点を持つよ
うなパラメータの集合(parabolic locus)上
で生じる。例えば，straightening map の不
連続性 , stretching map の 不連続性 , 
connectedness locus の 非局所連結性 , 
stretching rays の非着地性等の現象はすべ
て, 固有値が１の放物的不動点を持つよう
なパラメータで生じることが示されるので
ある。その原因は，危点が２個あるためで，
２個の危点の力学的な位置の変化が自明で

ない擬等角変形を引き起こすことに起因す
る。筆者は小森洋平氏との共同研究で
parabolic locus 上 で ほ と ん ど の 
stretching rays が 着地しないことを証明
した。Stretching rays をコンピュータで描
いてみると、振動しているが、その振動の仕
方が y = sin(1/x) のグラフのような規則的
な曲線になることが観測される。この振動の
規則性を説明せよというのが John Milnor 
に示唆された問題である。 
 
(2) 1 次元の力学系では、危点の軌道の振舞
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が大域的な性質までをも決定するが、高次元
の場合は、危点集合の振舞と力学系の大域的
性質の関係は十分には解明されていない。
Polynomial skew product の力学系は fiber 
を保つので、1次元の random な力学系とみ
なすことができるために、1次元の力学系の
理論が応用できる。そして、いろいろな性質
を持つ写像の例を構成しやすい。高次元の場
合、実例が少ないことが難点であるが、
polynomial skew product は多くの例を与え
てくれることが期待されている。
DeMarco-Hruska は Axiom A polynomial skew 
product の危点集合の軌道を解析した。危点
集合の集積点集合として、彼女たちは、通常
の集積点集合 A に加えて、各危点の集積点
集合の和集合の閉包である point-wise 
accumulation set Apt と、危点集合の各連
結成分の集積点集合の和集合の閉包である 
component-wise accumulation set Acc を定
義して、A と Apt の、サドル基本集合とその
不安定多様体による特徴づけを与えた。さら
に、これらの集合が種々の関係を満たすよう
な例を構成した。ただし、彼女たちは主に 2
次の場合を考察したために、base Julia set 
は連結か完全不連結のどちらかであった。そ
して、そのどちらでもないような場合の例を
構成せよという問題を提起した。 
 
２．研究の目的 
(1)本研究では, 3次多項式写像族に現れる不
連続性等の現象の背景に共通に存在するメ
カニズムを解明する。そのために, 固有値が
１の放物的な不動点を持つようなパラメー
タ空間の集合 Per_1(1) への stretching 
rays の集積点集合を解析する。このアプロ
ー チ を 通 し て  straightening map や 
stretching map の不連続性を研究する。そ
して、stretching ray の振動の規則性を説
明する。 
 
(2) 2次元 Axiom A polynomial skew products  
の複素力学系について、特に危点の挙動が力
学系をどこまで決定できるかを解明する。そ
のために、危点集合の集積点集合の諸性質を
解明し、その集積点集合の性質によって写像
を分類し、その性質を持つ写像の例を構成す
る。具体的には、DeMarco-Hruska の提起し
た次の問題を解決する。 
①base Julia set が連結でも完全不連結で
もない Axiom A polynomial skew product の
例で次の各性質を満たすものを求める。 
Apt = Acc ≠ A 
Apt ≠ Acc = A 
Apt ≠ Acc ≠ A 

②Acc = A の特徴づけを与える。 
これは、base Julia set が不連結な場合に
意味がある。 

 
３．研究の方法 
(1) 3次多項式のパラメータ空間上、Per_1(1) 
の近傍を解析するために、Branner-Hubbard  
deformation に Lavaurs map による変形を加
えた Branner-Hubbard-Lavaurs deformation  
(BHL-deformation) を導入する。この 2つの
deformations の間には類似点と相違点があ
るが、それらをうまく使いこなすことにより、
BHL-deformation の理論を構築し、我々の問
題を解析する。2 つの危点の位置関係を表す
量として、shift locus 内の写像の loglog 
Boettcher coordinate での危点の差である 
Boettcher vector がある。また、放物的サイ
ク ル を 持 つ 写 像 に 対 し て は 、 Fatou 
coordinate での危点の差である  Fatou 
vector があるが、さらに Lavaurs map によ
る危点の像の loglog Boettcher coordinate 
での差である Boettcher-Lavaurs vector を
定義し、これらを用いる。 
 
(2) Axiom A polynomial skew product に関
する DeMarco-Hruska の問題を解くためには、 
1 変数の高次多項式の力学系の結果が必要に
なる。特に不連結な Julia set の 1 点でな
い連結成分は前周期的であるという 
Yin-Qiu の最近の結果から、Julia set の周
期的な 1点でない連結成分の和集合 Jper 上
の力学系が重要であることがわかる。Jper 
上の振舞いを解析することにより問題を考
察する。また、3次多項式族の研究において
も有用だった、3次多項式と類似の性質をも
つ、実 biquadratic maps という 4次多項式
も利用する。 
 
(3) 数学の研究において重要なことは国内
外の研究者との討論である。特に筆者のよう
に、大学に同じ分野の研究者がいない場合に
は、年 1回の海外出張と年数会の国内出張は
欠かせない。また、力学系の分野では、パラ
メータ空間や fiber Julia set をコンピュ
ータで描くことによって、結果を類推するこ
とがある。Stretching ray の規則的な振動
も、実際にそれを描画して初めて観測された
ものである。 
 
４．研究成果 
(1) 固有値 1の放物的不動点を持つような実
3 次多項式写像の BHL-deformation を定義
する。Branner-Hubbard deformation から 
stretching ray を定義したように、BHL-ray 
を定義する。BHL-ray が住む空間は Per_1(1) 
と phase の空間Ｒの直積空間である。
Stretching ray と BHL-ray の間にはかなり
の類似がある。例えば、stretching ray 上 
Boettcher vector は一定であるが、BHL-ray 
上 Boettcher-Lavaurs vector が一定になる。



 

 

異なる所は、stretching ray には周期性が
ないが、BHL-ray は phase に関して周期的で
ある。得られた結果は、 
 
①Fatou vector が整数でなければ、BHL- 
deformation は自明でない変形を与える。
Fatou vector が整数ならば変形されない。 
②Boettcher-Lavaurs vector map の等位曲
線は BHL-ray である。 
③BHL-ray の Per_1(1) への射影は同じレ
ベルの stretching ray の集積点集合と一致
する。 
 
①の証明には stretching rays の非着地性
が本質的に使われた。③と BHL-ray の周期
性から stretching ray の規則的な振動を説
明することができる。さらに、 
 
④ Q∊Per_1(1) が非自明なBHL- deformation 
を持てば、stretching map は Q で不連続で
ある 
 
ことも示すことができた。これらの結果をま
とめて論文（下記の①）として発表した。 
以上の結果はすべて実 3次多項式の場合であ
る。この場合でも、Boettcher ‒Lavaurs 
vector map の単調性については、それが整
数の点の近傍での局所単調性が証明された
が、完全な証明は未完成である。実でない場
合はさらにわかっていないことが多い。
Fatou vector が整数の Q ∊ Per_1(1) には 
stretching ray が着地すると予想している
が証明は完成していない。関連する話題とし
て、 critical orbit relation を持つよう
な双曲的 3 次多項式写像の  turning 
deformation の研究も今後の課題である。 
 
(2) Axiom A polynomial skew products に
関しては、 
 
① base Julia set が連結でも不連結でもな
い Axiom A polynomial skew product で  
Apt = Acc ≠ A を満たす例を実 biquadratic 
maps を用いて構成し、 
② base Julia set が不連結の場合、Acc = A  
ならば Apt = Acc = A が成り立つこと、つ
まり Apt ≠ Acc = A を満たす例は存在しな
いことを証明した。 
 
Base Julia set が連結の場合は、Acc = A が
常に成り立つので、②から Acc = A の特徴
づけが与えられたことを意味する。これらの
成果はいくつかの研究集会で発表し、その中
のひとつのプロシーディング（下記の①）に
概要が掲載された。下記の①の研究集会では、
来日した DeMarco とも議論することができ
た。 

これにより、高次の場合は 2次の場合とは違
ってはるかに複雑になることが明らかにな
りつつある。今後の課題として、次が挙げら
れる。 
 
③ Apt ≠ Acc ≠ A を満たす例を構成する。
そのような写像の base Julia set は必然的
に連結でも完全非連結でもない。 
④ Acc の Jper 上のサドル集合の不安定多
様体を用いた特徴付けを与える。 
⑤ Apt = Acc の Jper 上の力学系としての
特徴づけを与える。 
⑥ Apt = A はかなり強い条件であるが、こ
の条件を満たす写像の力学系の諸性質を解
明する。 
⑦ base Julia set が連結で、その上のすべ
ての fiber Julia set が連結だが同相では
ないような例を構成する。 
 
③については、①の例を構成した実 
biquadratic maps の族の中に候補があると
予想しているが、いくつかの困難を克服でき
ないでいる。 
⑦ に関して、polynomial でない rational 
skew product の例の存在は知られている。
その構成には self-similar groups の理論
が使われていて、興味深い課題である。また、
base Julia set が連結でない場合も例が知
られているが、その例は Apt = A を満たし
ていて、⑥の問題とも関係している。この辺
の問題は結果が予想できないので、数値実験 
をすることも必要であろう。 
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