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研究成果の概要： 
位相的方法を精度保証付きの計算的方法と組み合わせて力学系の大域的構造と分岐について厳

密な計算機支援解析の方法を開拓し以下のような問題を解決した． 

・ 特異摂動的ベクトル場の Conley 指数理論の拡張 

・ 非線形ダイナミクスの大域的構造や分岐を調べる位相的アルゴリズムの構築と Leslie モ

デルへの応用 

・ Logistic 写像の臨界点近傍の外での一様双曲性に関する Mane 条件を満たすパラメータ集

合を求める方法 

・ Henon 写像の双曲性パラメータ集合を求める方法とその記号力学系的性質 
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１．研究開始当初の背景 
申請者は日米共同研究（日本学術振興会 日
米科学協力事業 共同研究（平成１３－１５
年度） 研究代表者 （日本側） 国府寛司，
（米国側）Konstantin Mischaikow）に協力者
として参加した。この日米共同研究の基本的
な目的は，非線型力学系に対して Conley 指
数理論に基づく位相的アプローチにより，そ
の大域的構造を理解する新しい方法を確立
し，それをいくつかの具体的な非線型現象の

解析に適用してその有用性を示すことであ
り，この中で力学系に対する計算的方法とい
う本研究のアイディアが芽生えてきた．これ
は海外共同研究者 Mischaikow の研究グルー
プが推進してきた，力学系の相空間の cube 
分割に基づいて孤立不変集合とそのホモロ
ジー Conley 指数を計算機によって求める
方法の開発が進み，従来の方法では困難な力
学系の大域的構造やその分岐を数学的厳密
性を失うことなく計算機を援用して研究で
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きるということである．また，本来は力学系
の勾配的構造を調べるための手段であると
考 え ら れ て き た connection matrix や 
transition matrix と呼ばれる Conley 指数に関
係する行列が，ある見方をすると力学系のカ
オス的振る舞いを記号力学系に表現するた
めに用いることが可能であるということを
認識し，Conley 指数をカオス的力学系 の研
究に用いるという着想に至った。本研究計画
はこのようなこれまでの研究成果の上に立
ち， それをさらに発展させるものとして構
想されたものである。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，Conley 指数と呼ばれる力学
系の孤立不変集合に対する位相的不変量に
ついての申請者らによるこれまでの研究成
果に基づき，力学系の大域的振る舞い，また，
カオスと呼ばれる複雑で予測不可能な現象
のより良い理解を目指して，位相的方法に計
算機を援用した「計算的」方法を組み合わせ
た新しい研究の方法を構築し，いくつかの具
体的問題に適用してその有用性を明らかに
することである 
 
 
３．研究の方法 
本研究計画は，研究目的で述べた次の３つの
課題に大別して行った． 
 
(1) Conley 指数理論，特に孤立不変集合の間
の勾配的結合の構造の位相的記述とその計
算的方法 
(2) 相空間の有限分割による記号化を用い
たカオス力学系への計算的アプローチ： 
(3) ２次関数族のカオス的振る舞いに対す
るパラメータ集合の測度の計算的方法によ
る評価： 
 
(1)では，力学系の孤立不変集合の Morse 分
解と呼ばれる分解の各成分の間の勾配的な
結合の構造を Conley 指数理論に基づいて記
述し，さらにそれを計算機により計算する方
法を確立することを目指した。 
(2)では，いくつかの典型的状況において，
力学系の相空間を分割し，それに対応した記
号力学系によって力学系の大域的振る舞い，
特にカオス的振る舞いを記述する可能性を
探ることを目指す。より具体的には，Collins 
がその学位論文において定式化した trellis 
と呼ばれるものを Conley 指数との関係にお
いて見ることにより，力学系のカオス的振る
舞いやそのパラメータによる変化を位相的
方法と計算的方法を組み合わせて研究する。 
(3)では，カオス的力学系の典型的例である
２次関数の１パラメータ族を取りあげ，カオ

ス的振る舞いの統計的側面を計算的アプロ
ーチで研究することを試みる。２次関数族で
は安定周期点が存在すればたとえカオス的
振る舞いをする非可算集合が存在してもそ
れ以外のほとんどすべての軌道は安定周期
点に引き込まれてしまうが，安定周期点がな
ければ一般にはカオス的振る舞いをする軌
道は正の測度で現れる。このようなカオスの
統計的性質の違いは，ルベーグ測度に関して
絶対連続な不変測度の存在によって捉えら
れる．絶対連続な不変測度が存在するパラメ
ータ集合はパラメータ空間のある開かつ稠
密な部分集合の補集合に含まれるが，そのル
ベーグ測度は正であることが Benedicks 
-Carleson  によって示されているが，その定
量的な評価のためには，より構成的な証明が
必要である。このために我々は，まず 
Benedicks-Carleson の複雑な帰納法による証
明を精密に検討し，有限個の不等式を証明す
ることで帰納法のすべての段階が確かめら
れるように再構成する．次にその有限個の不
等式を計算機を用いて定量的に検証するこ
とで，パラメータ集合の定量的な評価を得る
ことを目指した。 
 
 
４．研究成果 
(1) Conley 指数理論，特に孤立不変集合の間
の勾配的結合の構造の位相的記述とその計
算的方法 
・特異摂動的ベクトル場の Conley指数理論を
一般の次元の法双曲的な slow manifoldに対し
て拡張した．そのために，まず，このような
特異摂動的ベクトル場の Conley指数が，速い
ベクトル場に対する Conley 指数と２次元以
上の遅いベクトル場に対する Conley 指数へ
のホモロジー的な分解の構造理論を確立し
た．これは，遅いベクトル場の Conley指数が
わかれば,状況が slow manifold が１次元の場
合に帰着されることを示しており，特異摂動
的ベクトル場の新しい一般的な構造を示し
た点でも興味深い．（論文①②）この理論の
応用として，Gardner-Smoller によって与えら
れた prey-predator system で馬蹄力学系に対
応した複雑さを持つ進行波解の存在を示し
た．この結果の証明は，この特異摂動的ベク
トル場が本質的に記号力学系と対応付けら
れることを用いており，このようなクラスの
力学系の多様な振舞いの理解のための１つ
の有力な方法を与えたと言える．(論文⑥) 
 
・数理モデルのひとつである Leslie model と
いうパラメータ付きの常微分方程式を例に
取り，その孤立不変集合の構造を，Rutgers
大学の Mischaikow，Pilarczyk らが開発したコ
ンピュータソフト(Chomp)を用いて解析する
もので，その方法を database schemaとして確



立し論文としてまとめた．（論文⑨）これは
非線形系のダイナミクスの大域的構造やパ
ラメータの変化に伴う分岐を調べる方法と
して，ホモロジー計算などの位相的方法に精
度保証付き数値計算を組み合わせ，数学的に
厳密で汎用性のあるアルゴリズムである．こ
のアルゴリズムの概略は，写像として与えら
れる力学系 f に対して，その相空間の有限グ
リッド分割 G をとり，精度保証付き計算に基
づく外近似によって，各グリッドに対してそ
の中のすべての点の f による像と交わるす
べてのグリッドを対応させることで，グリッ
ド間の組み合わせ多価写像 F を構成するも
のである．さらに，G を頂点の集合とし，G ∈ 
G に対し，H ∈ F(G) のとき，G から H に向
かう辺を考えることで，F を有向グラフとし
て表すことができる．この研究で扱う位相
的・計算的方法は，主に区間演算を用いた精
度保証付き数値計算で得られたこの組み合
わせ多価写像から, ホモロジー計算などを
含む位相的な情報を計算するものであり，そ
れによりダイナミックスについての数学的
に厳密なさまざまな結果を得ることができ
る．これは従来の力学系理論の限界に新たな
可能性を与える独自のアプローチであり，カ
オス的な系や大自由度系を含む多様な数理
モデルに対する応用が期待される． 
また，Database Schemaにおけるサドル・ノー
ド分岐，バウンダリ・クライシスの捉え方に
関する定式化をした．これについては，
Montana state univ.で発表し，論文を準備中で
ある．（発表③） 
 
(2)連携研究者の荒井は，位相的方法と計算
機を用いた精度保証付き数値計算を組み合
わせていくつかの重要な結果を得た．論文③
では，微分同相写像によって定義される離散
時間の力学系の双曲型周期点の安定多様体
と不安定多様体が２次の homoclinic接触を持
つことを数学的に厳密に検証する方法を与
えた．このような homoclinic接触はカオス的
アトラクタの存在を結論付ける重要な条件
として盛んに理論的な研究がなされており，
この方法は具体的な力学系に対する応用上
の有用性が高い．実際，この方法を Henon写
像と呼ばれる２次元写像に適用して，いくつ
かのパラメータ値での homoclinic接触の検証
に成功した．荒井はさらに論文⑦で，Henon
写像の双曲性パラメータ集合を位相的方法
と計算的方法の組合せによって求めること
にも成功した．双曲性パラメータでは力学系
は構造安定であり，さらに双曲型力学系の一
般論によりその大域的構造は原理的には記
号力学系によって完全に記述される．このこ
とから特に周期点の個数に関する情報や位
相的エントロピーなどの力学系のカオス的
振舞いについての特徴的な性質も得られる． 

 
(3) ２次関数族のカオス的振る舞いに対す
るパラメータ集合の測度の計算的方法によ
る評価：区間上で定義された１次元写像の１
パラメータ族に対して，臨界点近傍の外での
一様双曲性に関する Mane の条件を満たす
パラメータ集合を，グラフ・アルゴリズムと
精度保証付き数値計算を用いて求める方法
を与えた．また，それを実際に２次関数の場
合に適用して，その一様双曲性の強さとパラ
メータの関係を示すいくつかの計算結果を
得た．これらの結果は，１次元写像の振舞い
に対する統計的性質と密接に関係しており，
これを基にして正の Lyapunov 数や絶対連
続な不変測度の存在するパラメータ集合の
計算機援用解析への第一歩となる結果であ
ると考えられる．（論文⑧） 
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