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研究成果の概要（和文）：1．任意領域のDirichlet最小固有値と容量的幅との関係を明らかにし，複雑領域をベ
ースにもつシリンダー上の熱方程式の正値優解の大域的可積分性を導いた．2．リッチ曲率が下から支えられた
完備リーマン多様体に対して，本質的縮小性の十分条件を導いた．3．半径一定の球に対する容量密度平均の下
限は半径が大きくなったとき，極限が0または1に限るという0-1法則を示した．4．n+1次元有界狭義凸領域にお
いてn次元閉修正可能集合を初期データとするディリクレ条件でBrakkeの平均曲率流の時間大域存在定理を証明
した．5．開Riemann面のRunge性とstrong disk性の同値性を示した．

研究成果の概要（英文）：The results are summarized as follows:
(1) Classical potential analysis: Clarify the relationship between the first Dirichlet eigenvalue 
and the capacitary width of an arbitrary domain.  Show the global integrability of positive 
supersolutions to the heat equation on a cylinder based on a nonsmooth domain.  (2) Manifolds and 
graphs: Give a sufficient condition for Intrinsic Ultracontractivity in a complete Riemannian 
manifold with Ricci curvature bounded below by a negative constant.  (3) Metric measure space: Show 
the 0-1 law asserting the limit of the infimum of capacitary density over balls with radius r is 
equal to either 0 or 1 as r increases to infinity.  (4) PDE: Prove the time global existence of 
Brakke's mean curvature flow with the Dirichlet condition of given n-dimensional closed rectifiable 
set over an n+1 dimensional bounded strictly convex domain.  (5) Complex analysis: Show the 
equivalence between the Runge property and strong disk property for an open Riemann surface.  

研究分野： ポテンシャル論

キーワード： ポテンシャル　非線形PDE　理想境界　複雑領域　Dirichlet最小固有値　容量的幅　大域的可積分性　
完備リーマン多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では通常の偏微分方程式論では取り扱えない非常に複雑な領域上での詳しい解析を行い，境界のなめらか
さが偏微分方程式の解の境界挙動とどう関係しているかを精密に調べる．このような関係は基本的なラプラス方
程式や熱方程式であっても未解明なことが多い．これらの方程式解と密接に関係する境界Harnack原理や
Intrinsic UltracontractivityをDirichlet最小固有値や容量的幅と関連付け，その手法をユークリッド空間に
限らず，多様体や距離測度空間に拡張するところに本研究の大きな意義がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
・歴史的背景 
調和関数や優調和関数，熱方程式の解や優解の詳しい性質を研究するのが古典的なポテンシャ
ル解析である．その中でも正調和関数全体を表現する Martin 境界の研究は多くの研究者の関心
を集めてきた．一般に境界がなめらかな有界領域の Martin 境界は位相境界と一致する．これは
なめらかな領域の Green 関数が境界までの距離関数と比較可能であることから導かれる．とこ
ろが角をもつ Lipschitz 領域では距離関数との比較はできない．そこで，Martin 境界の特定の
ために「境界 Harnack 原理」―Boundary Harnack Principle (BHP)―が考察されてきた．BHP と
は境界の一部分で消えている 2 つの正調和関数の比を境界までコントロールすることである． 
一般に境界がなめらかであれば境界の一部で消えている正調和関数は境界までの距離関数と比
較可能であり，BHP は直ちに導かれる．Lipschitz 領域では距離関数との比較はできないが，距
離関数を介在させずに BHP を示すことができる．この事実が 1970 年代後半（Ancona, Dahlberg, 
Wu）に発見されてから，BHP は多くの数学者の興味を引き，NTA 領域（Jerison-Kenig），非負曲
率多様体（Ancona）や Dirichlet 非正則な領域（Bass-Burdzy・大域的・確率論的手法）に対し
ても BHP が成立することが理解されるようになった． 
 
・本研究の背景 
研究代表者は Bass-Burdzy の確率論に基づく証明に触発され，完全に解析的な手法で一様領域
がスケール不変な BHP をみたすことを示し，その Martin 境界は位相境界に一致することを証明
していた．一様領域はフラクタル境界を持つことがあり，Dirichlet 正則とは限らないため従来
とは異なる結果であった． 
スケール不変な BHP は強い性質であるが，不変性を落とした大域的 BHP も意味のある性質であ
る．さらにその放物型版は熱半群の本質的縮小性―Intrinsic Ultracontractivity（IU）―とな
る．IU に対しては関数解析的および確率論的手法が有効であり，非常に複雑な領域に対して IU
が成立することがわかっていた．  
一方，非線形 PDE（特に p-調和関数）に対する BHP は Lewis-Nystrom によって端緒が開かれた
が，彼らの手法は容量ポテンシャルの微分の下からの評価を必要とし，グラフで与えられている
領域が限界である．また，p-調和関数や p-調和熱方程式解の様々な性質については Duzaar，Kuusi，
Mingione などによる多くの研究があったが，一様領域や John 領域などの複雑領域はカバーされ
ていなかった．また，p-調和方程式と異なる非線形 PDE への応用も課題であった． 
 
２．研究の目的 

 
今までに開拓してきたポテンシャル解析の手法を非線形 PDE に使える形に改良するとともに，
大域解析学や確率論との関連を探る．これらの手法には「除外集合を許した Harnack 不等式」や
「容量的幅による任意の領域の最小固有値評価」，「放物型箱議論」などユークリッド領域の通常
のラプラシアンに対しても新しい結果を含んでいる．これらの手法の一つ一つを p-調和関数に
代表される非線形 PDE に適用可能にするとともに，多様体やフラクタル，ネットワーク，距離測
度空間の大域解析に応用し，理想境界の決定に貢献することが本研究の目的である．  
具体的な目的のいくつかは以下の通りである． 
 
・非一様領域の Martin 境界 
スケール不変な BHP をみたす領域の Martin 境界が位相境界と一致することは容易であるが，ス
ケール不変な BHP がなくても Martin 境界が位相境界に一致する可能性がある．そのシャープな
幾何学的条件を明らかにする． 
 
・除外集合を許した Harnack 不等式 
Harnack連鎖にきわめて小さい容量の除外集合を許しても通常と同じ形の Harnack不等式が調和
関数に対して成り立つ．この p-調和版を試みる．このタイプの不等式は内部 Harnack 不等式の
ように見えるが，除外集合を許すことにより，BHP と密接に結びつく． 
 
・多様体の理想境界のポテンシャル解析 
無限ネットワークや非コンパクト完備リーマン多様体の理想境界上に誘導されるディリクレ形
式は多様体内部の正則領域のディリクレ形式のモスコ収束極限である．この収束を調和測度と
エネルギー形式に関するナッシュ不等式，ソボレフ不等式を用いて解析する．またリッチ曲率に
条件をつけた場合の IU を詳しく調べる． 
 
 



・放物型多様体の大域解析学基礎理論 
調和関数のリュービル性によって放物型多様体には正値 Green 関数が存在しない．符号変化す
る Green 関数とエバンス・ポテンシャルの関係を調べ，エバンス・ポテンシャルの可積分性条件
を与える． 
 
・平均曲率流への応用 
平均曲率流の特異点正則性解析とそれに関連する熱方程式解の振幅関数を幾何学的測度論やポ
テンシャル解析を用いて詳しく調べる．オイラー方程式解の有界性，微分の増大度を擬等角写像
によって調べる． 
 
・複素解析への応用 
２次元のポテンシャル解析は複素解析と密接に関係する．領域の一様完全性や一様性にポテン
シャル解析を応用するとともに，（擬）等角写像による精密な領域変形を用いてポテンシャル解
析を深化させる． 
 
３．研究の方法 

 
研究代表者，研究分担者の自律的な課題の探求をベースに，国内研究集会・ワークショップの開
催および相互訪問を行う．代表者の関連する定期的な国内研究集会は函数論シンポジウム，函数
論サマーセミナー，ポテンシャル論研究集会，北海道大学月曜解析セミナーなどである．また，
国際研究集会主催では，「Potential Analysis and its Related Fields 2017」および「Potential 
Analysis and its Related Fields 2019」をそれぞれ 2017 年 9 月 21-22 日および 2019 年 2 月
12-13 日に北海道大学で開催し，国際会議 AIMS2018（台北）の特別セッション「Analysis and 
Dynamics on Boundaries of Manifolds and Related Topics」（2017 年 7 月 7 日）を研究分担者
の志賀と共に組織する．一方，国際会議出席では Banach Centre のプログラム「Probability and 
Analysis 2017」に出席し，確率論と解析の接点について各国の研究者と議論を深める．
Lublin(Poland)における国際学会 「Computational Methods and Function Theory 」では複素
解析を中心とした成果発表・情報収集を行う．海外研究者 Michiel van den Berg (Bristol，UK)
や Marius Ghergu (UCD, Ireland)を招聘するとともに，ポスドク雇用によって研究の活性化を
図る． 
研究方法の具体的内容は以下の通りである． 
 
・劣解の Domar 議論 
境界値が 0 または 1 の調和関数を調和測度という．調和測度を領域の外部に 0 拡張すると，境
界値が 0 のところでは劣調和になり，平均不等式が成り立つ．平均不等式と境界の幾何学的条件
を用いると，正調和関数の Carleson 評価（調和関数が 0 となる境界付近では非接点の値でコン
トロール）が得られる．この議論は容易に非線形化することができ，距離測度空間の p-調和関
数に拡張される．内部 Harnack 原理の変分的証明は劣解と優解に関する評価を組み合わせてい
て，Domar 議論はその劣解部分にあたるので，優解に関する変分評価の境界版を考える． 
 
・容量的幅と容量密度 
容量的幅とは任意の開集合の Green 作用素のノルムや Dirichlet 最小固有値を調べるために
Newton 容量を用いて定義される量である．容量的幅のパラメタ依存性から Newton 容量密度の半
径を大きくしたときの 0-1 法則が副産物として得られる．Newton 容量密度を p-容量に取り替え
れば p-変分容量密度の 0-1 法則が得られ，距離測度空間にまで拡張する．p-容量は p-調和関数
と関連が深く，p-調和関数などの非線形 PDE の解との関連を探る．また，容量的幅は容量密度条
件や境界の一様完全性，inradius とも関連しており，擬等角写像への応用も検討する． 
 
・箱議論と放物型箱議論 
箱議論は非正則領域に対する BHP を証明するために Bass-Burdzy が導入したものである．これ
は確率論を駆使する難解な議論であったが，代表者は Green 関数のレベル集合で領域分割し，調
和測度の評価を組み合わせることによって，より平易な方法で一様領域のスケール不変 BHP を
示した．さらに時空シリンダーにおいて Green 関数のレベル集合に対応する時間分割を行う放
物型箱議論を導入して，IU のシャープな幾何学的条件を導いた．この議論は多様体などの大域
解析と相性が良く，多様体の IU，理想境界や統計的保存性に応用する． 
 
・特異点正則性解析 
平均曲率流の特異点正則性解析に関連する熱方程式解の振幅関数を解析する．オイラー方程式
の境界挙動は領域の形状に依存するため（擬）等角写像やポテンシャル解析を用いた詳しい評価
を与える． 
 
 
 



４．研究成果 
 
研究代表者および研究分担者がポテンシャル解析と非線形 PDE を自律的に研究することにより
以下の研究成果が得られた．本来の研究目的に沿った結果や，それから派生した問題に関する研
究および今後の課題など多様な成果が得られた． 

 
・古典的ポテンシャル解析関連 
任意の領域の Dirichlet 最小固有値と容量的幅との関係を明らかにし，変形した放物型箱議論
を応用して Lipschitz 領域や John 領域などの複雑領域をベースにもつシリンダー上の熱方程式
の正値優解の境界にいたるまでの大域的可積分性を導いた． 
Greenポテンシャルの評価と反復法を用いて有界 Lipschitz領域における半線形楕円型方程式の
正値解に対する境界 Harnack 原理を示し，孤立境界特異点をもつ正値解の漸近挙動および除去
可能性を与えた． 
有界一様領域において境界に特異点をもつ Lane-Emden 方程式や半線形方程式の正値解の存在と
非存在を証明した．これは境界増大評価や Harnack 原理などのポテンシャル論研究を踏まえて
優解劣解の議論に基づく．また境界全部でゼロとなる正値解の境界挙動について考察した 
半直線上のラゲール型の重みに関する多項式近似についての補間，および 2 変数の Hardy 空間
においての Toeplitz 作用素に関する不変部分空間の構造をいくつか明らかにした． 
 
・多様体やグラフへの応用 
リッチ曲率が一様に下から支えられた完備リーマン多様体に対して，容量的幅が小さい任意の
領域の Dirichlet 最小固有値の評価を与え，放物型箱議論を応用して IU の十分条件を導いた．
この結果は研究代表者・相川，分担者・正宗，海外招聘研究者 van den Berg の国際共同研究に
よるもので，本研究の重要な成果である． 
多様体上のシュレディンガー作用素に対する一般化された熱の保存則をラプラス作用素に対す
る保存則により特徴づけ，任意の完備リーマン多様体は一般化された熱の保存則が成立するポ
テンシャルを持つことを証明した． 
非コンパクト多様体上のキリング項を持つ拡散方程式に対して「一般化された熱の保存則」を提
唱して，多様体が一般化された熱の保存則を満たすための必要十分条件を対応する作用素のリ
ュービル性で与えた．同様な特徴づけを対応する拡散方程式の初期値問題の解の唯一性で得た． 
リッチ曲率が一様に下から支えられた完備リーマン多様体に対して，増大する距離球面の直径
が適当に抑えられた場合，Δu=u の正値解がすべて爆発するということを発見した． 
均質化法の H 収束理論を多様体に拡張し，作用素の収束を実現するリーマン計量ならびに複雑
な空間への収束する多様体の族の変形理論を構築した． 
非線形抵抗ネットワークに関するポテンシャル論の研究として，ロイデンコンパクト化および
倉持コンパクト化とその上のポアソン方程式の可解性，ディリクレ境界値問題のペロンの方法
による解法，解の境界挙動などを得た． 
非線形無限ネットワークのラプラシアンに関する研究を行い，リウヴィユ性，カジミンスキ‐条
件，Omori-Yau タイプの弱最大値原理などの同値性や正値優調和関数の最小増大度，具体的判定
条件を得た．ポテンシャル付きの二階楕円型作用素の保存則を定式化して，対応するカシミンス
キー・テストを証明した． 
 
・距離測度空間への応用 
半径一定の球に対する容量密度平均の中心を動かしたときの下限を考え，半径が大きくなった
ときこの下限の極限が 0 または 1 に限るという 0-1 法則を距離測度空間の設定で示した． 
距離空間の partition とその上の weight function の理論の応用の一つとして，距離空間の 
Ahlfors regular conformal dimension の p-energy を用いた特徴付けを行った． 
自己相似集合の Ahlfors regular conformal dimension と対応する無限グラフの parabolic 
index の関係および自己相似集合上への p-energy の構成について研究し，parabolic index 
と Ahlfors regular conformal dimension の間の不等式などを示した． 
Dirichlet form の与えられた距離・測度空間列において，monotonicity という条件があればそ
の射影極限条に Dirichlet form の列の自然な極限として Dirichlet form が構成でき，また
対応する自己共役作用素のスペクトルの適当な意味で収束することを示した．とくにその応用
として， Diamond lattice を Random な場合も含めた一般化した空間上に Dirichlet form と
対応する熱核を構成した． 
 
・偏微分方程式への応用 
Brakke の平均曲率流について，とくに１次元曲率流の正則性について集中的に研究を行った．
n+1 次元有界狭義凸領域において任意に与えられた n 次元閉修正可能集合を初期データとして，
ディリクレ条件の下，時間発展する Brakke の平均曲率流の時間大域存在定理の証明のめどをつ
け， 境界条件付きの一般化された平均曲率流である Brakke 流の時間大域解存在を証明した．こ
の解は時間無限大でプラトー問題の解に収束するもので，従来の最小化によるプラトー問題の
解法と本質的に異なるものとなっている． 



3種の FitzHugh-Nagumo反応拡散系に付随する非線形変分問題の最小化解の安定性やエネルギー
評価，特異摂動問題におけるエネルギー漸近展開公式を得た． 
パターン形成に関わる FitzHugh 反応拡散系のヘテロクリニック定常解の構成とエネルギー漸近
展開を行なった． 
3 波相互作用を持つ非線形シュレディンガー方程式系に現れる変分問題のエネルギー最小解の
存在とその漸近挙動に関する新たな知見を得た. 
細い領域上での Neumann 窓をもつラプラシアンの第１固有値の漸近公式と最適化問題を研究し
た． 
 
・複素解析への応用 
開 Riemann 面の Runge 性と strong disk 性についての同値性について新たな知見を得た． 
2 つの位相無限型の開 Riemann 面の擬等角同値性の判定条件を考察し，Schottky 群の極限集合
のある種の普遍性を示した． 
Klein 群などの力学系から定義されるカントール集合の擬等角同値性を研究し，特にショットキ
ー群の極限集合，双曲的有理函数の力学系のジュリア集合などの擬等角同値性を考察した． 
Klein 群が退化する場合の極限集合の擬等角同値性についても論じた． 
リーマン球面から有限個の点を除いたリーマン面について，その双曲距離の一様評価について
研究を行った． 
単位円板上の有界正則函数についてそれを特徴付ける Schur パラメータと呼ばれる数列や，内
函数の導函数の増大度などの研究を行った． 
平面内の双曲領域，特に穴あき平面の場合にその上の双曲計量を具体的に評価した．特に thick-
thin 分解と呼ばれる双曲幾何を用いた複雑領域の分割にグラフ構造を与えるとそれが tree に
なることを有効に用いた． 
等角写像の力学系の理論とそのタイヒミュラー理論への応用を模索し，一般化されたレブナー
方程式を用いて，適切な条件のもとでは等角写像の擬等角拡張を構成できることを示した． 
領域の境界の一様完全性や領域の一様性の新しいポテンシャル論的特徴づけをいくつか得た． 
局所ゼータ関数の特異性及び有理型拡張を，ニュートン多面体が一点である非実解析的関数に
付随する場合について調べた． 
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 ２．論文標題  ５．発行年
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オープンアクセスとしている（また、その予定である） －
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 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
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2017年
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 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
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Diffusion Systems

Tokyo Journal of Mathematics 131～174

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無
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 ４．巻
KAJIWARA Takashi、KURATA Kazuhiro 41

 １．著者名
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 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
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RIMS Kokyuroku Bessatsu 103-114
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 １．著者名
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 ２．論文標題  ５．発行年
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 １．著者名
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 ２．論文標題  ５．発行年
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 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

 ４．巻
Hirata Kentaro、Ono Takayori 197

 １．著者名



2017年

2017年

2017年
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オープンアクセスとしている（また、その予定である） 該当する

10.1090/tran/6877

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著
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 ４．巻
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 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著
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 １．著者名
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Comput. Methods Func. Theory 179-193

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無
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 ２．発表標題
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