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研究成果の概要（和文）：飛躍型確率過程に関するDe Giorgi-Nash-Moser理論や安定性理論を完成させ、拡散項
と飛躍項が混在する一般の対称確率過程に関する安定性理論も展開した。この理論のランダム媒質への応用とし
て、long rangeランダムコンダクタンスモデルや、balanced random walk、ドリフト付きlong rangeモデルの均
質化理論を展開した。
また、二次元ランダム幾何学において重要なモデルである一様全域木の上のランダムウォークの熱核を詳細に解
析し、ランダム媒質上の解析学を進展させた。この他、分数冪時間微分のポアソン方程式の解の表現を与え、解
の存在と一意性を広い範疇で論じた。

研究成果の概要（英文）：We have established the De Giorgi-Nash-Moser theory and stability theory for
 jump-type stochastic processes, and also developed stability theory for general symmetric 
stochastic processes that have diffusion and jump terms. As applications of the theory to random 
media, we have developed  homogenization theory on long range random conductance models, on balanced
 random walks, and on long range models with drifts. 
We have also analyzed detailed heat kernel estimates for simple random walk on the two-dimensional 
uniform spanning tree, which is a very important model in the random geometry, and have made 
progress in the analysis on random media. In addition, we have given the probabilistic expression 
for the solution of the Poisson equation for the fractional-time derivative and have discussed the 
existence and uniqueness of the solution in a wide framework.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率論　複雑系　数理物理　解析学　ポテンシャル論　統計力学

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
昨今、非局所作用素の研究が、偏微分方程式をはじめとする解析学の諸分野で盛んに行われている。本研究で得
られたDe Giorgi-Nash-Moser理論や安定性理論は、（対応する飛躍型確率過程が存在する場合に限定されるが）
解のアプリオリ評価等の基本性質を解析するための核となる理論であり、当該研究の基礎理論を構築したと言え
る。これらの成果は一流の国際誌に掲載され、国際的に高く評価されている。
分数冪時間微分放物型方程式は、異常拡散現象の典型例として、汚染物質の土壌への染み込み方など社会的な問
題とも関わる重要な問題であり、当該問題を確率過程の時間変更と見る切り口は、応用上も有用であると考えら
れる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
80 年代後半以降、フラクタルを典型例とする複雑な系の上に拡散過程や対応する局所作用素を
構成し、その熱核やスペクトルを解析する研究が大きく進展した。これらの拡散過程は、半径 R 
の球からの脱出時刻の平均のオーダーが Rβ, β>2 となり、通常の拡散オーダーである R2より
時間がかかる（劣拡散的な挙動をする）意味で異常拡散である。本研究代表者・共同研究者達の
一連の研究により、フラクタルで得られた劣ガウス型熱核評価などの性質が「安定性」を持つ、
すなわち"理想的な"形状のフラクタルに限らず、ある種の摂動で不変な性質であることが明らか
になった。その後のさらなる進展により、現在ではパーコレーションを典型例とするランダム媒
質への応用も進み、ランダム媒質中の確率過程の研究が活発に行われている。他方、飛躍型確率
過程についても、2003 年の Z.-Q. Chen 氏と代表者による、stable-like process（拡散過程の
divergence form に当たるもの）における熱核の精密な評価に端を発した一連の研究により、De 
Giorgi-Nash-Moser 理論や安定性理論が構築されつつある。偏微分方程式でも Caffarelli, 
Silvestre らを中心に、非線形 integro-differential equation の正則性理論の研究が盛んに行わ
れている。このような飛躍型確率過程（対応する作用素は積分作用素なので、非局所作用素）の
挙動も、例えばα安定過程(α<2)は半径 R の球からの脱出時刻の平均のオーダーが Rαとなり、
広い意味で異常拡散であると言える。 
これら一連の研究は、互いに大きく影響を受けながら発展してきた。これまでの研究の蓄積をも
とに、複雑な系の上の異常拡散現象を総合的に扱い、相互作用により更なる展開を目指すことの
重要性が認識されてきた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、フラクタルやランダム媒質を典型例とする複雑な系の上で、確率論的手法と実
解析的手法を融合させることにより汎用性の高い手法を編み出し、広い範疇で複雑な系の上の
拡散過程・飛躍型過程の異常拡散現象を解析することである。そのための道具として、確率論的
ポテンシャル論を深化・展開し、測度付き距離空間やグラフ上の調和解析学の発展にも寄与する
事を目指す。複雑な系の動的理論を総合的に扱い、確率論的ポテンシャル論を用いて離散系と連
続系を統一的に扱うことで、拡散過程と飛躍型確率過程のどちらにも有効な理論を展開するこ
とができる。海外研究分担者も交えて、様々なランダム媒質の動的理論を総合的に展開すること
を目指す。 
 
３．研究の方法 
 
研究代表者、分担者、連携研究者、海外共同研究者による研究組織を構成し、研究テーマに応じ
てグループに分け、組織的かつ効率的に広範囲に渡る研究を遂行した。 
国内外の研究集会への参加・発表、研究者間の訪問による共同研究の実施が、本研究の核である。 
以下にまとめる研究業績は、相互訪問やオンラインによる海外共同研究者との交流を通じて成
し得たものである。国際研究集会を開催し、その中で得た知見が研究の発展に繋がった例も多い。 
本研究費の支援を受けて開催した国際研究集会は、国内では RIMS 研究集会や RIMS 合宿型セミ
ナー等があり、海外で代表者が組織委員として開催した Oberwolfach や BIRS での研究集会, 
ICSAA (International conference on stochastic analysis and its applications) にも、旅
費として本経費が用いられた。また、ニューヨーク大学上海校との合同セミナー、日中韓確率解
析研究集会を立ち上げ、アジア内での確率論の若手交流の枠組みを作った。国内研究集会として
は、年に一度開催される確率論シンポジウムや、確率論サマースクールへの旅費のサポートを行
うことで、国内における研究者交流と若手育成に貢献してきた。2020 年春からの新型コロナウ
イルスの蔓延のため、ほぼ 2 年半に渡って国際的な対面による研究交流ができなくなったこと
は想定外の事態であったが、海外共同研究者とのオンラインによる共同研究の方法を早い段階
から導入することで、継続的に成果を挙げることができた。 
 
４．研究成果 
 
本研究では、複雑な系の上の異常拡散現象について様々な切り口で研究を推進した。ここでは、
代表的な成果について、研究代表者による成果を中心にまとめる。 
（１） 研究代表者の熊谷の成果を、本研究のテーマと目標に沿って述べる。本研究では、以下

の３つのテーマを軸に研究を行った。 A) 測度付き距離空間上の拡散過程（局所作用素）
の調和解析とランダム媒質への応用 B) 飛躍型確率過程（非局所作用素）の調和解析と
ランダム媒質への応用 C) 複雑な系の上の確率過程と統計力学のモデルへの応用。 
このうち、本研究で最も成果が挙がったのは B)なので、まず B)について記す。Z.Q. 



Chen 氏、J. Wang 氏とともに、飛躍型確率過程に関する De Giorgi-Nash-Moser 理論、
安定性理論を確立することに成功した。上述した Z.Q. Chen 氏との研究などで、jump 
kernel の冪に現れるパラメータ が２未満の場合には、当該理論はある程度存在してい
たが、本研究では一般の測度付き距離空間において、 にあたるパラメータが２以上の
場合も含めたより一般の範疇で、熱核の詳細な評価や放物型 Harnack 不等式の同値条件
を導き出し、特にこれらの性質が摂動安定であることを証明した。また、さらなる拡張
として、拡散項と飛躍項が混在する一般の対称確率過程に関する熱核評価や Harnack 不
等式の同値条件を導出し、安定性理論を展開した。これらの理論のランダム媒質への応
用としては、X. Chen 氏、Z.Q. Chen 氏、J. Wang 氏との共同研究で、長距離飛躍型のラ
ンダム媒質に関する均質化理論を展開した。具体的には、long range ランダムコンダク
タンスモデルや、long range balanced random walk について、媒質に関するある種の
可積分性の下で、対応する飛躍型確率過程のスケール極限を論じた。また、非対称な飛
躍型確率過程として、ユークリッド空間におけるドリフト付きの周期的 long range モ
デルにおける均質化理論を展開し、big jump について上述した にあたるパラメータが
２より大きい場合にはスケール極限はブラウン運動にドリフトがついた確率過程にな
り、２未満の場合には安定過程にドリフトがついた確率過程になることを示し、２の場
合にもスケールに対数修正を加えることで、スケール極限がブラウン運動＋ドリフトに
なることを証明した。 
次に A)については、M.T. Barlow 氏、D. Croydon 氏（本研究分担者）とともに、二次元

一様全域木（以下、2-D UST と略記する）の上のランダムウォークの熱核に現れる振動
を詳細に解析した。2-D UST は、O. Schramm が、有名な 2000 年の論文でそのスケール
極限を論じたモデルであり（この論文で、初めてシュラム・レヴナー発展が世に出た）、
二次元ランダム幾何学において極めて重要なモデルである。我々は、このモデルの
volume 増大に（図形のランダム性による）振動が起こり、その結果熱核の対角評価に
loglog オーダーの振動が現れることを証明した。また、2-D UST 上の shortest path metric
とユークリッド距離との間にオーダーの違いがあるため、熱核の非対角評価について、
quenched（媒質のランダム性について確率１で成り立つ性質）と annealed（媒質のラン
ダム性について平均を取ったものの性質）でオーダーにずれが生じることを証明した。
これらの研究は、ランダム幾何学が対象とするモデルの上に確率過程を構成し、その性
質を解明することで、当該モデルの解析学を推し進めるものである。この他、Z.Q, Chen
氏、P. Kim 氏、J. Wang 氏との共同研究で、測度付き距離空間上の対称拡散過程の非対角
評価に関して、有名な Carlen-Kusuoka-Stroock の結果を拡張した。具体的には、Carlen-
Kusuoka-Stroock では、前提となる熱核の対角評価（Nash 型評価）が多項式型の場合に
限って、Davies の手法を用いて上からの非対角評価を導出しているが、我々は対角評価
の仮定をある種の doubling 関数に緩めることに成功した。この結果は、別の論文で inner 
uniform domain 上の、拡散項と飛躍項が混在する確率過程の熱核評価を行う際に応用さ
れている。A)に関連するもう一つの成果として、Van Hao Can 氏、D. Croydon 氏との共
同研究で、定常的なランダム媒質上のランダムウォークの熱核の下からの対角評価を、
従来より緩い条件のもとで一般的に示した。この応用として、長距離パーコレーション
クラスター上の単純ランダムウォークについて、熱核の精密な評価を得ることに成功し
た。 

C)については、Z.Q, Chen 氏、P. Kim 氏、J. Wang 氏との共同研究で、分数冪時間微分
の放物型方程式についてポアソン方程式の解の表現を与え、解の存在と一意性、方程
式の解の密度関数の精密な評価を広い範疇で論じた。分数冪時間微分放物型方程式は、
異常拡散現象の典型例として様々な応用があるが、確率論的には trap model のスケー
ル極限として、trap がないモデルのスケール極限を時間変更したものと捉えることが
できる。このような切り口で、Bernstein関数を用いて時間変更の関数を一般的に与え、
一般化された分数冪時間微分を考えることで、広い範疇で異常拡散現象を引き起こす
方程式に関する理論を展開できることが、この研究のポイントである。また、D. 
Croydon 氏、B.M. Hambly 氏との共同研究では、ランダム媒質の特異なスケール極限で
現れる、FIN 拡散過程に関する熱核の精密な評価を得た。特異な時間変更を行った確
率過程の熱核やポアソン方程式の密度関数の一連の成果は、様々な解析学の分野で有
用になると考える。この他、マルコフ連鎖の混合時間のカットオフ現象の解析に関し
て、G.-Y. Chen 氏との共同研究で、ランダムウォークの直積についてカットオフ現象が
起こるための必要十分条件を導き出し、群上のランダムウォークの直積に応用した。
また、A. Dembo 氏、中村ちから氏との共同研究では、フラクタル上の lamplighter ラン
ダムウォークについて、カットオフ現象が起こるのはフラクタルのスペクトル次元が
２より大きい場合に限ることを示した。 
以上述べたように、本研究開始時に設定したテーマに関して多くの成果を挙げるこ

とができた。共同研究や研究発表の際の議論を通じて、新たな問題意識もいくつも芽
生えた。これらについては、今後の継続的な研究に繋げていく所存である。 

 
（２） 分担者の木上は、コンパクトな距離空間の幾何学的構造を、空間を近似するグラフの列



から、空間の分割とその上の重みという概念を導入して研究を行った｡ まず、与えられ
た重みから誘導される visual metric という概念を定義し、その visual metric が 
metric の冪と同値になるための必要十分条件が、分割から導かれる無限グラフが 
Gromov hyperbolic であることを示した。さらに、Ahlfors regular, volume doubling, 
quasisymmetric などの概念を距離や測度から決まる重みに関する条件で表現に成功し
た。それらの結果を用いて、空間の Ahlfors regular conformal dimension の解析的な
特徴づけを得た。さらに、以上の幾何学的な研究の応用として、距離空間上の Sobolev 
空間の構成について研究を行った。 

（３） 分担者の相川は、複雑領域の Dirichlet 最小固有値とその複雑領域をベースに持つシリ
ンダー上の熱方程式の正値優解の大域可積分性との関連を調べた。放物型箱議論を拡張
して Cranston-McConnell 型の不等式を導いた。Intrinsic ultracontractivity の研究
を応用して、Lipschitz 領域や John 領域をベースにするシリンダー上の熱方程式の優解
の可積分性を与えた。双曲多様体を典型的な例とする負曲率多様体に「容量的幅」を拡
張した。多様体上の任意の領域の最小固有値やねじり関数、生存確率を容量的幅によっ
て評価し、最小固有関数と Green 関数の比較、Intrinsic Ultracontractivity や
Cranston-McConnell 不等式に応用した。 

（４） 分担者の舟木は、相互作用粒子系に関連して、相分離現象の解明を目指し、分離境界面
の運動として、ホイヘンスの原理、平均曲率流、Stefan 自由境界問題の導出などを行っ
た。これらの研究を進めるために、離散の準線形放物型偏微分方程式に対する Schauder
評価について研究を行った。また、保存量を複数個持つ粒子系やランダム 8頂点モデル
の KPZ 極限（weak universality）について調べた。この他、確率的質量保存 Allen-Cahn 
方程式に対する鋭敏界面極限、3次元ヤング図形の時間発展モデルに対する大偏差原理、
特異な準線形確率偏微分方程式などの研究を行った。舟木は、2022 年国際数学者会議の
招待講演者に選ばれ、同会議でこれらの成果を報告した。 

（５） 分担者の日野（2017 年度-2018 年度分担者）は、分担者であった期間中に、ランダムな
単体複体の増大族に関するパーシステントホモロジーの性質について研究を行った。頂
点の個数が増大するとき、生存時間和とよばれる量の期待値について広いクラスで増大
オーダーを決定し、ある典型例については主要項の係数まで確定した。これは、先行研
究で提起された問題の幾つかを解決したものである。また、2 次元シルピンスキーガス
ケットにおいて、楠岡測度を底測度とする推移密度関数の局所スペクトル次元の定量評
価に関する研究を行った。数式処理システムを援用し、従前よりも精度の良い近似値を
数値計算した。 

（６） 分担者の福島は、Jean-Dominique Deuschel 氏と共同で、ランダムな風景の中のランダ
ムウォークと呼ばれる模型に関する末尾確率の評価、及びそのランダムコンダクタンス
模型への応用の研究を行った。Stefan Junk 氏と共同で向きづけられた高分子模型の自
由エネルギーの零温度極限がパーコレーションの路の数の増大の速さと一致すること
を示した。さらに、David Croydon 氏，Stefan Junk 氏と共同で、Mott variable range 
hopping と呼ばれるランダム媒質中のランダムウォークの研究を行い、劣拡散的なスケ
ール極限を決定した。 

（７） 分担者の Croydon（2018 年度から分担者）は、ランダムグラフ上のランダムウォークと
そのスケーリング極限に関連する様々なプロジェクトに取り組んだ。主に、抵抗形式の
技術が適用可能なモデルに関する理論展開を行った。代表者の熊谷とは、上述した抵抗
形態に関連する FIN 過程（Ben Hambly 氏とも共同）、二次元一様全域木上のランダムウ
ォーク（Martin Barlow 氏とも共同）、長距離パーコレーションクラスター上の単純ラン
ダムウォーク（Van Hao Can 氏とも共同）について、熱核の精密な評価を得た。 
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