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研究成果の概要（和文）：一般に効率的なアルゴリズムの設計が原理的に不可能であると言われている非凸最適
化問題の中でも幾何的な背景を有する問題に焦点を絞り，その構造を利用して, 大域最適解を見出す効率的なア
ルゴリズムを設計する手法を発展させた．特に，1本の制約式のみを含む非凸2次制約2次計画問題(QCQP)に対し
て，一般化固有値問題に帰着することによって，効率的に最適解を得る手法を開発した．さらに，一般の非凸
QCQPに対して， Lagrange 双対問題を考え，子問題としての 1制約非凸QCQPを繰り返し解くことによって
Lagrange乗数を逐次改善して，緩和解を高速に得る手法を新たに開発した．

研究成果の概要（英文）：While non-convex optimization problems are hard to solve in general, this 
research has focused on those problems that have geometrical backgrounds and investigated a 
methodology to design efficient algorithms for obtaining globally optimal solutions. In particular, 
we have developed an efficient algorithm for non-convex quadratic constraint quadratic programming 
(QCQP) with one constraint. In addition, we exploit this algorithm to obtain relaxation solutions 
for general non-convex QCQP with the aid of the Lagrange multipliers. 
 

研究分野：数理工学

キーワード： 数理最適化　大域最適化　一般化固有値　アルゴリズム

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで厳密な最適解を効率的に計算することは殆ど不可能だろうと思われていた非凸最適化問題に対して，幾
何的な背景を有する特殊な問題であれば，一般化固有値計算を用いて，大域最適化を得られることを明らかにし
た．特に，一般の非凸無制約最適化問題の解法として広く使われている信頼領域法の中で繰り返し解く必要が生
じる信頼領域部分問題(TRS)の高速解法を発表した論文は，比較的多くの研究に引用されている．その中には，
３次正則化に対して手法を拡張したドイツの研究者による論文など，興味深い後続研究が現れている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 

数理最適化分野では，凸最適化問題に関する理論が整備され，各種の効率的なアルゴリズ

ムが 開発されている一方で，非凸最適化問題に対しては，効率的な解法の設計が原理的に

不可能と言われてきた．本研究課題では，幾何的な背景を持つ非凸計画問題に着目し，その

特殊な構造を利用することで，大域的最適解を見出す効率的なアルゴリズムの設計手法に

焦点を当てた． 

連続系の数理最適化問題の中でも，線形計画問題，2 次錐計画問題，半正定値計画問題な

どの凸計画問題においては，局所最適解が大域的な最適解を与える．さらに，適切な方法で

双対問題が定義され，主問題と双対問題の最適値が一致するという双対定理が成立し，内点

法に代表される効率的な解法の基礎となっている．しかし，実際上の最適化問題の中には，

実行可能領域や目的関数の凸性が成立しない非凸計画問題も少なくない．この場合には，一

般に複数の局所最適解が存在し得る．それらの内で大域的最適解を見出すには，局所的な情

報だけでは原理的に不可能となるため，非凸計画問題の大域的最適化は，一般に計算困難な

問題として認識されている．そのため，非凸計画問題に対しては，局所探索によって局所的

最適解を見出して，近似解として採用するという手法が一般的である．この方法は，効率的

に出力が得られるという利点がある反面， 得られた解の最適性に関する保証がないことが

難点となる．一方，切除平面法や分枝限定法等を用いて大域的最適解を厳密に計算する手法

も研究されている．これらの方法の中には，有限回の反復の後に最適解が得られることが保

証されるものもあるが，計算量は莫大なものとなる．  

固有値問題に対する研究は，最適化問題に対する研究とは別の流れで研究が進められて

きた． しかし，実対称行列に関する最大固有値が Rayleigh 商の最大値で与えられ，他の

固有値も単位球面上での 2 次形式の極値に一致するという Courant-Fischer の定理は，

固有値問題と大域的最適化の密接な関係を示唆するものである．固有値計算の様々なアル

ゴリズムによって，非常に特殊な非凸最適化問題が効率的に解かれたことになるという事

実は，非凸最適化問題が一般に難しいと捉えて来た連続最適化の文脈においては，驚くべき

ことである． 

代表者等は，この事実に着眼し，一般化固有値問題を含む最新の行列計算アルゴリズムを

活用することで，より広範囲の実用的な非凸最適化問題に対する効率的な厳密解法の設計

を目指した研究を平成 25 年度から開始した．特に，平成 26 年度から今年度までは，科学

研究費補助金挑戦的萌芽研究の支援を受け，2楕円体間の符号付き距離を効率的に計算する

初めての厳密解法を設計した．さらに，ここで用いた手法を拡張して，2本の制約を有する

2次制約 2次計画問題全般に対する効率的な厳密解法を開発した． 

楕円体間の符号付き距離とは，二つの楕円体の離れ方・重なり方を表す量である．両楕円

体が重なりを持たない場合は正の値を取り，その絶対値は両楕円体上の点対間の最小距離

に等しい． 一方，両楕円体が重なりを持つ場合には負の値を取り，その絶対値は両楕円体

の共通部分を挟む ２枚の平行な超平面間の距離の最小値に等しい．正の値を取る場合には，

凸最適化問題に定式化 され，効率的なアルゴリズムが知られていた. 対照的に，負の値を

取る場合には，非凸最適化問題となり，効率的なアルゴリズムの存在は知られていなかった． 
 
 



 
２．研究の目的 
 

本研究課題では，一般に効率的なアルゴリズムの設計が原理的に不可能であると言われ

ている非凸最適化問題の中でも幾何的な背景を有する問題に焦点を絞り，その構造を利用

して, 大域最適解を見出す効率的なアルゴリズムを設計する手法を確立することを目的と

した．具体的には，一般化固有値計算を用いて，制約条件数が定数で抑えられる 2次制約 2

次計画問題に対する実装可能な多項式時間厳密解法を開発することを目標とした．さらに，

一般化固有値計算を利用した非凸最適化問題の解法を，できるだけ一般的な枠組みに拡張

することを目指した． 

 
 
３．研究の方法 
 

 非線形関数の無制約最適化を中心に広く使わる信頼領域法では，反復毎に信頼領域と呼

ばれる楕円体の中で，2次目的関数を最小化する問題を解く．この問題は，信頼領域部分問

題 (TRS) と呼ばれ, 非凸最適化問題であるが，半正定値計画緩和が常に最適解を与えるた

めに，多項式時間で解けることが知られている．萌芽研究の成果として 2017年に論文発表

した一般化固有値問題を経由して TRSを解く手法は，半正定値計画緩和による従来の解法

よりも格段に高速で，高い精度を達成している．一方，TRS に多数の線形不等式制約が付

加された一般化 TRSに対して，半正定値計画緩和による手法を中心に，多くの研究がなさ

れている．特に，付加する不等式条件数が定数の場合には多項式時間が得られることが報告

されている． 

本研究課題では，この方向性の延長線上で，多数の線形制約条件が付加された一般化 TRS

を解く効率的な解法を検討した．また，重み付きプロクラステス解析に関して，半正定値計

画緩和が厳密な最適解を与えるための十分条件を解析すると共に，KKT 条件 を満たす

Lagrange乗数を固有値として抽出できる行列束の設定を試みた． 
 
 
４．研究成果 
 

2次制約 2次計画問題(QCQP)に対して，半正定値計画緩和を用いて緩和解を得る手法が

盛んに研究されている．しかし，半正定値計画問題を解くには多大な計算時間が必要とされ

るため，より高速に緩和解を得る手法の開発が望まれている．1本の制約式のみを含む非凸

2次制約 2次計画問題(QCQP)に対して，一般化固有値問題に帰着することによって，効率

的に最適解を得る手法を開発した．この手法は，信頼領域部分問題に対して以前に開発した

高速解法の拡張に当たる．さらに，一般の非凸 QCQPに対して， Lagrange 双対問題を考

え，子問題としての 1制約非凸 QCQPを繰り返し解くことによって Lagrange乗数を逐次

改善して，緩和解を高速に得る手法を新たに開発した．また，一般化プロクラステス解析に

おいて，半正定値緩和が実用上有効であることの構造的な背景を明らかにした． 

 

制約付き凸最適化問題や非凸最適化問題に対して，停留点への大域収束性の保証を有す

る効率的な解法を提案した．特に，複数の制約を持つシステム同定問題の定式化を行ない，

その問題の特徴（各制約について射影計算が簡単であること）を利用したペナルティ法を開

発して，停留点への大域収束性の保証を与えた．多レベルから成る非凸最適化問題に対して，



収束性の保証のついた解法を初めて提案し，機械学習の敵対的学習問題に適用して，解法の

有用性を確認した．また，公平性を考慮した機械学習モデルを構築し，近接勾配法により効

率よく解けることを示した．さらに，DC 最適化問題に対して，勾配情報に加えて２階微分

の情報を利用した解法を提案し，勾配ベースのアルゴリズムに比べて高速であることを理

論的，実験的に確認した． 

 

一般化固有値計算を用いて特殊な非凸最適化問題を解くという本研究課題のアプローチ

は，海外の研究者にも受け入れられてきた．特に，TRS の高速解法を発表した論文は，比較

的多くの研究に引用されている．その中には，３次正則化に対して手法を拡張した論文など，

興味深い後続研究が現れている． 
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