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研究成果の概要（和文）：応用分野で現れる多様な数理モデルに対する力学系理論に基づく新しい理論の構築を
目指して研究を行った．特に，可積分系が摂動を受ける場合に対する実解析的あるいは複素有理型関数的な非可
積分性の判定法の開発，共鳴度が2のPoincare-Dulac標準形をもつ力学系の解析的非可積分性の証明，KdV方程式
などの可積分偏微分方程式の有力な解法である逆散乱法に現れるZakharov-Shabat系の微分ガロア理論の意味で
の可積分性，余次元2の分岐であるfold-Hopf分岐および2重Hopf分岐の標準形の非可積分性，偏微分方程式系に
おけるソリトン解の分岐と安定性などに関して大きな研究成果が得られた．

研究成果の概要（英文）：This project aims to develop new theories based on dynamical systems theory 
for diverse mathematical models that emerge in applied fields. In particular, we obtained 
significant results on the determination of real-analytic or complex-meromorphic nonintegrability 
for perturbations of integrable systems, on the analytic nonintegrability of dynamical systems 
having Poincare-Dulac normal forms of resonance degree two, on the integrability in the sense of 
differential Galois theory for the Zakharov-Shabat systems appearing in the inverse scattering 
method, which is a powerful technique for solving integrable partial differential equations such as 
the KdV equation, on the nonintegrability of the normal forms of fold-Hopf and double-Hopf 
codimension-two bifurcations, and on bifurcations and stability of the solitary wave solutions in 
partial differential equations.

研究分野：力学系理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
円周制限3体問題は，3個の天体のうち1つの質量が零で残りの2個の天体が円運動するという3体問題の特殊なも
のであり，現代でも地球から月へのロケットの軌道設計を行う際に重要な数学モデルとなっている．3個の天体
が平面上を運動する場合は1個，そうでない場合は2個の保存量があれば，2体問題の場合のようにこの問題が解
けるが，100年以上前にポアンカレが2個の天体の質量比に依存した，必要な個数の保存量がないことを証明して
いる．その後100年以上に渡って進展は見られなかったが，本研究で開発された複素有理型関数的な非可積分性
の判定法を用いることにより，任意の質量比に対して制限3体問題の非可積分性が証明された．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
自然科学や工学，社会科学の分野では，さまざまな数理モデルが用いられ，学術的にだけでな
く産業的にも有用かつ重要な数多くの結果が得られている．また，Poincaré の研究に始まる力
学系理論は，70 年代後半のカオスの再発見を契機として発展し，広範囲にわたって応用され，
大きな成功を収めている．とりわけ，本研究で取りあげる保存系，反転対称系，偏微分方程式系，
確率的な摂動を受ける系および時間遅れ系に対しては力学系理論を用いた多くの研究が行われ，
重要な成果が得られている． 
まず，保存系や反転対称系に対しては，KAM理論とその一般化により小さな摂動のもと準周
期軌道からなる不変トーラスが保存し，Melnikovの方法と呼ばれる摂動法等によりカオスの起
こることが明らかにされている[1]．特に，保存系の特別な場合であるハミルトン系に対しては，
系の自由度と同じ個数の有理型の第一積分は存在しないという非可積分性に関する Morales-
Ramis 理論が確立されており[2]，また，不変トーラスのヘテロクリニック軌道に沿って軌道が
遷移する Arnold拡散の発生が示されている[3]． 
偏微分方程式系に対しては，力学系理論の手法により，不変多様体の存在や性質が明らかにさ
れ，定常解や周期解の分岐およびカオス，常微分方程式系のホモクリニック軌道に対応したパル
ス解の存在や安定性が調べられている．特に，パルス解は近年パターン形成の問題とも関連して
注目を集めている[4]． 
確率的な摂動を受ける系に対しては，L. Arnoldによる書籍[5]が 1998年に出版され，力学系
理論の手法によるそれまでの成果がまとめられ，それ以降さらに精力的な研究が行われている．
特に，Luと Wang [6]は，δ>0 を小さな定数， をブラウン運動として，( − )/δ と表さ
れる確率的な係数励振を受ける特別な 2 次元系を取りあげ，励振力の非有界性を考慮 (ただし，
ブラウン運動の性質をフルに利用) して，確率 1での，自明解の安定多様体と不安定多様体の存
在や，さらにMelnikovの方法を拡張して Bernoulliシフトの一般化により特徴付けられるカオ
ス軌道の存在を証明している． 
時間遅れ系に対しても，中心多様体縮約や分岐および標準形など力学系理論の方法を用いて，
多くの成果が得られている[7]．また，その重要な応用例のひとつとして，90年代より応用分野
において大きな関心を集めている，遅れフィードバック制御というカオス制御法がある[8]． 
研究代表者は，これまでに，ハミルトン系や反転対称系に対して，Melnikovの方法を拡張す
るなどしてカオスや Arnold 拡散，周期軌道の１パラメータ族上で稠密に起こる分岐を解析し 
(例えば，[9,10])，非可積分性との関連性を調べている(例えば，[11])．最近，これらの結果を部
分的ではあるが，より一般的な場合に拡張している [12,13]．偏微分方程式系に対しては，空間
１次元の場合に，常微分方程式系のホモクリニック軌道に対応したパルス解の存在および分岐
を，Melnikovの方法や微分ガロア理論を用いて調べる方法を提案している (例えば，[14])．確
率的な摂動を受ける系に対しては，Lu と Wang の結果 [6] を，定常ガウス過程を係数励振と
する広いクラスの多次元系に対して拡張し，カオス軌道を有する不変集合が確率１で存在する
ための十分条件を求めている [15]．さらに，遅れフィードバック制御の応用に関する研究も行
っている (例えば，[16])． 
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２．研究の目的 
本研究では，保存系や反転対称系，偏微分方程式系，確率的な摂動を受ける系，時間遅れ系な
ど，応用分野で現れる多様な数理モデルを取りあげ，これまで困難であった種々の問題を，例え
ば，偏微分方程式の正値解の存在証明に力学系理論のアイデアを持ち込むなど，斬新な観点から
捉え直し，独創的な発想のもと，力学系理論に基づく，これらの数理モデルに対する新しい理論
の構築を目標とする． 
 
３．研究の方法 
 応用分野で現れる多様な数理モデル，保存系，反転対称系，偏微分方程式系および時間遅れ系
を取りあげ，カオスなどの複雑な挙動や分岐現象，非可積分性に関する力学系理論に基づく新た
な理論を構築する．さらに，必要となる場合には精度保証計算を援用して，これらの理論結果を
具体的な問題に適用し，有効性および有用性を示す．特に，保存系と反転対称系に対してはハミ
ルトン系において得られていた理論を拡張し，偏微分方程式系に対しては空間次元が 2 以上の
問題に対して力学系理論の手法が拡張して適用する．得られた理論結果は，適切な数値解析ある
いは数値シミュレーションを行って視覚的にも確認する． 
 
４．研究成果 
 応用分野で現れる多様な数理モデルに対する力学系理論に基づく新しい理論の構築を目指し
て研究を行い，以下の研究成果を得た． 
(1) 力学系の非可積分性 
(1-1) サドル・センター型の平衡点およびヘテロクリニック軌道を有する 2自由度ハミルトン系
を取りあげ，ヘテロクリニック近傍における非可積分性とそれらの平衡点近傍に存在する周期
軌道の横断的ヘテロクリニック軌道の存在との関連性を Morales-Ramis 理論および Melnikov
の方法を用いて論じた．特に，系が非可積分であっても必ずしも横断的ヘテロクニック軌道が存
在しないことを明らかにした． 
(1-2) 余次元 2の分岐である fold-Hopf分岐および 2重 Hopf分岐の標準形を取りあげ，Ayoul-
Zungにより拡張されたMorales-Ramis-Simo理論を用いて，ほとんどすべてのパラメータの値
に対して成立する一般的な条件のもと，それらの Bogoyavlenskijの意味での非可積分性を証明
した．取りあげた力学系は，これらの余次元 2 の分岐が起こる力学系を単純化したものである
にもかかわらず，非可積分であるという事実は大変興味深いものである．また，一般的な状況に
おいて元の力学系が可積分であるとき低次元化系も可積分となることを示し，一般的な平面ベ
クトル場に対して非可積分性を証明するための理論を構築した．これらの結果は他の多くの力
学系に対しても有用なものである． 
(1-3) 周期軌道あるいはホモクリニック軌道，および第一積分あるいは可換なベクトル場を有す
る一般的な力学系が摂動を受ける場合を取りあげ，それらが保存するための必要条件を求めた．
また，得られた結果と，Melnikovの方法との関係を明らかにした．さらに，周期外力の作用す
る Duffing系，ドローンの数理モデルである周期外力の作用する剛体，調和振動子に連結された
2 重振り子，座屈ばりの 3 モード近似方程式に対して適用し，理論結果の有用性を明らかにし
た． 
(1-4) Bogoyavlenskij可積分な系の摂動系に対して実解析的あるいは複素有理型関数的な非可積
分性を判定するための手法を提案した．特に，提案した手法を用いて，任意の主質量比の場合に
対して古典力学の制限 3体問題が非可積分であることを証明した．また，周期的摂動を受ける 1
自由度ハミルトン系に適用し，周期軌道の存在や分岐および横断的なホモクリニック軌道の存
在を証明するための有力な解析手法である Melnikov の方法との関連性を明らかにした．さら
に，周期外力の作用する Duffing系や単振り子に適用し，理論結果の有用性を確認した． 
(1-5) 共鳴度が 2 の Poincare-Dulac 標準形をもつ力学系が解析的に非可積分であるための十分
条件を与えた．その目的のため，摂動系や平面ベクトル場の可積分性に関する新たな理論を構築
した．さらに，理論結果を Rössler方程式と連立 van der Pol方程式に適用し，その有用性を確
認した． 
(1-6) Morales-Ramis理論を適用し，感染症の数理モデルである SEIR系がほとんどすべてのパ
ラメータの値に対して Bogoyavlenskijの意味で非可積分であることを示した．この結果は，類
似であるが，より単純な感染症数理モデルである SIR 系がすべてのパラメータに対して可積分
であることと対照的である． 
(2) 偏微分方程式方程式のソリトン解の分岐と安定性 
(2-1) 摂動を受ける無限次元ハミルトン系の形の非線形偏微分方程式において，非摂動系が有す
る対称性が摂動によって失われる状況を考え，相対平衡解のサドル・ノード分岐およびピッチフ
ォーク分岐が起こるための十分条件を与え，これらの分岐に関連した相対平衡解の線形安定性
を理論的に決定した．得られた理論結果を，光通信など応用の分野でも重要な，ポテンシャルを
もつ非線形 Schrödinger 方程式のソリトン解に適用し，数値解析や数値シミュレーションの結
果と比較するなどして，その有用性を明らかにした．また，得られた結果は非線形偏微分方程式
における局在パターン形成の問題への応用に発展が期待されるものである． 
(2-2) 連立 Schrödinger方程式を取りあげ，Melnikovの方法，Hamilton-Krein指数理論および



Evans 関数の方法を用いてソリトン解の分岐，およびスペクトル安定性と軌道安定性を決定す
るための理論を構築した．特に，分岐が起きても安定性が変化しないソリトン解の存在や分岐に
より発生したソリトン解がもとのソリトン解と安定性が同じ場合のあることを明らかにした．
さらに，数値的にスペクトル安定性を決定するための手法を提案して，理論結果と比較・検討し，
その有用性を明らかにした． 
(2-3) 反転対称性をもつ常微分方程式系におけるサドル型のホモクリニック軌道に対応したパ
ルス解に対して，サドル・ノード分岐，トランスクリティカル分岐，ピッチフォーク分岐が起こ
ることを証明するための手法を提案した．特に，分岐が起こる際，ホモクリニック軌道まわりの
変分方程式が微分ガロア理論の意味で可積分であるとは限らないことを明らかにし，また，その
変分方程式が可積分となる条件を求めた． 
(2-4) Sobolev の臨界指数をもつ連立楕円型非線形偏微分方程式を取りあげ，(2-2)の結果を拡張
して適用するなどして，球対称正値解のトランスクリティカル分岐およびピッチフォーク分岐
が起こることを証明した．楕円型非線形偏微分方程式の正値解に対しては古くから大きな関心
が寄せられており，得られた結果はさらに連立方程式の場合に発展させたものである． 
(3) その他 
(3-1) KdV 方程式などの可積分偏微分方程式に対して逆散乱法を適用する際に重要な役割を果
たす，変数係数線形微分方程式である Zakharov-Shabat系を取りあげ，ある条件の下で，微分
ガロア理論の意味で可積分となるためには，ソリトン解の初期条件となるような無反射ポテン
シャルであることが必要十分であることを証明した．さらに，ポテンシャルが有理関数となる場
合等へ理論結果を拡張した． 
(3-2) 複雑なネットワークの数理モデルを与える，複数のグラフに依存する結合振動子系を取り
あげ，連続極限の手法の有効性を数学的に証明した．特に，結合振動系と連続極限方程式の解の
安定性についての関係性を明らかにした．また，複数の自由振動数を有する蔵本モデルに対して
適用し，数値シミュレーションの結果と比較するなどして理論結果の有効性および有用性を確
認した． 
(3-3) 感染症の数理モデルである SIR系および SEIR系を取りあげ，力学系理論を用いて最適制
御を適用し，最適制御により感染症の流行の沈静化が可能であることを明らかにした．感染症対
策に対するさまざまな知見が得られた． 
(3-4) 重複零固有値をもつ余次元 2の分岐現象を示す対称な力学系が周期的な摂動を受ける場合
を取りあげ，そこで発生する分岐現象を理論的に明らかにした．また，周期的な目標軌道をもち，
フィードバック制御を受ける単振り子に適用し，理論結果を数値計算結果と比較してその有用
性を確認した． 
(3-5) 力学系のダイナミクスを理解する上で不変多様体の存在は非常に重要である．安定多様体
と不安定多様体については確立された数値計算法があるものの，中心多様体については多項式
近似による計算が行われているのが現状となっている．本研究では，チェビシェフ・スペクトル
法を用いて，平衡点の中心多様体を数値的に計算する手法を提案した．2次元系や 2自由度およ
び 3自由度ハミルトン系に対して適用し，本手法の有効性および有用性を明らかにした． 
(3-6) 時間遅れ系フィードバックを受ける亜臨界ホップ分岐の標準形を取りあげ，平均法を用い
るなどして小さな初期関数に対しても解が有限時間爆発する場合のあることを示し，その十分
条件を与えた．さらに，数値シミュレーションを行い，理論結果の有効性を数値的にも確認した． 
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非線形シュレーディンガー方程式の重対数法則とブラウン運動の重複対数の法則

Computer-assisted approach to global dynamics of multi-parameter systems

ダイナミクスの数学 ―失敗から生まれた研究分野とその発展―

Morse decomposition of the switching system and its smooth perturbations
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RIMS共同研究集会（公開型）力学系 ―理論と応用の融合―

HAMSYS 2018（国際学会）
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The 12th AIMS Conference on Dynamical Systems（国際学会）
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Variational construction of periodic and heteroclinic orbits in the planar Sitnikov problem

Variational proof of the existence of brake orbits in the planer 2-center problem

Variational construction of periodic and heteroclinic orbits in the planar Sitnikov problem
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平面Sitnikov問題における周期解とヘテロクリニック軌道について
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Hamiltonian Systems, from Topology to Applications through Analysis II（国際学会）

日本数学会2019年度年会
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一般的な相互作用力による平面三体問題の非可積分性について
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日本数学会2019年度年会

RIMS共同研究 力学系ー理論と応用の連携探索

梶原唯加，柴山允瑠

矢ヶ崎一幸
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変分法による平面2中心問題におけるbrake軌道の存在証明

fold-Hopf 分岐に対する標準形の非可積分性

Bifurcations of radially symmetric solutions in a coupled ell iptic system with critical exponents

非線形波動方程式のソリトン解に対する数値分岐解析
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2017年度応用数学合同研究集会
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冬の力学系研究集会

山中祥五，矢ヶ崎一幸
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ハミルトン系における横断的なヘテロクリニック軌道と非可積分性

無限次元Hamilton系における相対定常解の分岐と非線形Schrodinger方程式への応用

連続極限によるネットワーク上の制御系設計について
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The Third International Conference on the Dynamics of Differential Equations（国際学会）

日本数学会2018年度年会
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矢ヶ崎一幸，山中祥五
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冬の力学系研究集会

天体力学N体力学研究会
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2自由度ハミルトン系における横断的なヘテロクリニック軌道の存在と非可積分性

Nonintegrability of parametrically forced nonlinear oscillators

Nonintegrability of the unfoldings of codomension-two bifurcations

Bifurcations of relative equilibria in infinite-dimensional Hamiltonian systems

 １．発表者名

 １．発表者名

 ２．発表標題



2017年

2017年

2017年

2017年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

「微分方程式と幾何学」研究集会

"Analysis and Dynamics" Conference in occasion of Luigi Chierchia's 60th birthday（招待講演）（国際学会）

伊藤秀一

Hidekazu Ito

Hiroshi Kokubu

Hiroshi Kokubu

2017 International Workshop on Industrial and Applied Mathematics（国際学会）

Mathematical Congress of the Americas（招待講演）（国際学会）
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ベクトル場と写像に対する可積分性と標準形理論

Birkhoff normalization of non-commutatively integrable symplectic maps and its applications

Stability of bipedal locomotion: a dynamical system approach

Global dynamics of systems with steep nonlinearities
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A3 joint Workshop on Fluid Dynamics and Material Science（国際学会）

The Third International Conference on the Dynamics of Differential Equations（招待講演）（国際学会）

RIMS共同研究 界面運動，力学系に現れる漸近問題への粘性解的手法とその周辺（招待講演）

日本応用数理学会2017年度年会
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Stability and bifurcations of some simple models of the human bipedal locomotion

Non-integrability of the restricted n-body problem

制限n体問題の非可積分性
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A new hysteresis mechanism in hybrid dynamical systems - Toward understanding the walk-run transition in human bipedal
locomotion -
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シンプレクティック写像の不動点のモース指数と安定性

制限n体問題の非可積分性

ケプラー型ポテンシャル系のエネルギー固定問題における周期解の存在

平面Sitnikov問題における記号力学系と変分構造
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