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研究成果の概要（和文）：当初の計画では、二次元場の理論の頂点演算子による定式化から出発し、さらに高次
元の場の量子論の定式化を追究する予定であったが、その方針はうまくいかなかった。そのため、場の量子論の
対称性およびその量子異常の概念を数学的に一般的に定式化および研究するという方針に切り替え、幸いこちら
の方向性は順調に進んだ。例えば、これまでは対称性操作は可逆なものばかり考えられていたが、非可逆なもの
を考えてもよいことを指摘した Bhardwaj との 2018 年の共著論文はその後ゆっくりと注目を集め、非可逆対称
性は世界の色々な人に研究されるようになり、特に今年(2022年)になって関連論文が多数発表されている。

研究成果の概要（英文）：Originally, I planned to start from the known formulation of two-dimensional
 quantum field theory using vertex operator algebras, and generalize it to higher-dimensional 
quantum field theories. Unfortunately this direction did not proceed as expected, and I decided to 
concentrate my efforts on generalizing and studying the concept of the symmetry and anomaly of 
quantum field theory. Luckily this direction was more successful. For example, in a paper from 2018 
coauthored with Bhardwaj, I pointed out that symmetry operations, which were usually taken to be 
always invertible, can be generalized to non-invertible operations. This observation has slowly been
 taken up by researchers worldwide, and in particular, many papers studying this point further have 
appeared as preprints this year (2022).
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研究成果の学術的意義や社会的意義
場の量子論は我々を構成している素粒子の従う法則であるのみならず、超伝導や量子ホール効果などの物性理論
においても基礎的であり、理論からの予測は実験とも良く合うことが知られている。しかしながら、場の量子論
は数学的にキチンと理解されていない。例えていえば、古代エジプト人はピタゴラスの定理を実際上知ってい
て、ピラミッドを造れたが、ユークリッド幾何という定式化を知らなかったような状況である。ユークリッド幾
何が古代ギリシャ以後の科学の進展に果たしたように、場の量子論を数学的に整備することは、人類の科学の長
期的な理解に資すると考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
場の量子論は、電磁場をはじめとして、空間方向と時間方向に広がった「場」を量子力学的にあ
つかう枠組みであって、物理学においては、物質を構成する素粒子を記述する所謂標準模型は場
の理論の最たるものであるし、物性理論においても、超伝導体や量子ホール効果などの低エネル
ギーでの振舞いを記述するのに重要な役割を果たす。場の量子論の計算手法はおおよそ確立し
ており、計算結果は実験による計測と非常によくあうことも知られている。 
 
しかしながら、場の量子論は数学的にきちんと定式化されていない。これは、たとえていえば、
古代エジプトにおいて人々は幾何学を経験的に知っており、ピラミッドなどの建造物をつくる
ことができていたが、その理論的背景を明らかにするには古代ギリシアにおけるユークリッド
幾何の確立をまたなければならなかったことに似ている。 
 
ユークリッド幾何がその後の科学の発展において基礎的な役割を果たしたように、場の量子論
のきちんとした数学的定式化は今後の数学および関連分野の発展に大きな役割を果たすと思わ
れる。実際、これまでにも、場の量子論の一部の側面を数学的に定式化することから、数学の豊
かな分野が生まれるということが何度もあった。そのため、場の量子論の定式化を、全体といわ
ずともこれまでなされていない部分に関してさらに進めることは意義がある。 
 
２．研究の目的 
 
一言で言えば、場の量子論の枠組みをさらに整備するのが目的である。 
(1) 場の量子論でこれまで主に研究されてきたのは時空の点に存在する点的な演算子であり、ま
たそれらのなす代数である。二次元の共形場理論とよばれる特殊なタイプの場の量子論に関
しては、この代数は頂点作用素代数としてキチンと定式化されている。この定式化を高次元
に拡張することが目的のひとつだった。 

 
(2) 点的な演算子以外にも、時空の中の線、面などに存在する線的、面的な演算子も場の量子論
には存在する。線的な演算子の中ではウィルソン線演算子というものがこれまでもよく研究
されているが、線演算子の一般論は追究されてこなかった。これを調べるのも目的のひとつ
だった。 

 
(3) 特に、それらの線的、面的演算子の中でも、線や面の連続変形のもとで理論への作用が不変
であるようなトポロジカルな演算子は、有限群対称性の作用の拡張と考えることができる。
そのため、(2) の目標の一部として、場の量子論の有限群対称性の概念を拡張してゆくとい
うことが考えられる。この研究課題の数年間の研究の結果、この (3) が特に有望であること
がわかり、この側面に研究を注力することとなった。 

 
３．研究の方法 
 
研究代表者は主に素粒子論の立場から場の量子論の研究を行ってきたが、場の量子論の定式化
の追究のためには、さらに広い観点から場の量子論を捉える必要がある。 
 
特に、上記目的(3)に関しては、物理の中では物性理論でのトポロジカル物性の研究において種々
の知見が得られていた。また、これまで理論物理においてはほとんど使われていなかった、代数
トポロジーとよばれる数学の分野も重要になることがわかった。そのため、物性理論および代数
トポロジーの研究者との共同研究を行った。 
 
また、研究の過程で、コンピュータによる数値計算により予想を確認することも必要になった。
そのため、所属研究所の保有する強力なコンピュータクラスターを使用することも行った。 
 
４．研究成果 
 
 
主要なもののみ述べる。 
 
(1) 二次元の場の量子論におけるトポロジカルな線的演算子の一般論を Bhardwaj との共著の 
論文 [1] において 2018 年に発表した。トポロジカルな線的演算子達のなす代数構造は、
有限群対称性の拡張と考えることができ、数学的には、今世紀になって詳細に調べられるよ



うになった fusion category (日本語の定まった訳は存在しないが、融合圏というのが適当
であろう) で記述されることを指摘した。この事実は、一部の数理物理学者には知られてい
たが、二次元の位相的場の理論および有理共形場理論においてのみ考えられており、もっと
一般の二次元の量子論において意義があることを指摘した。我々の指摘は徐々に世界の研究
者の間に浸透しており、2021 年、2022 年になって関連論文が多数発表されている。 
 
(2) 場の量子論においては、ある対称性が与えられた場合にそれを「ゲージ化する」という操作
が重要である。たとえば電磁場は U(1) 対称性をゲージ化したものである。単著論文 [2] 
においては、二次元の場の理論において、有限群対称性をゲージ化することに伴い生じる新
奇な数理的現象について議論した。非常に簡単な考察に基づく短い論文ではあるが、それま
で指摘されていなかった現象であり、この科研費の補助での研究で出版された論文のなかで
は一番よく引用されている。 

 

(3) 場の量子論の対称性とその量子異常の一般的理解には、代数トポロジーという数学の分野が
必要かつ有効であることがわかった。それを用いた論文をいくつか発表している。例えば、
李と大森との共著 [3] では、八十年代から知られている Wess-Zumino-Witten 項と呼ばれ
るハドロン物理において重要なトポロジカルな項が、非自明なトポロジーをもつ時空におい
てどのように記述されるべきかを、スピン同境群という代数トポロジーの観点から調べた。 

 

(4) また、このような対称性と量子異常の理解の進展を、既知の場の理論、弦理論や超対称場の
理論において応用することも行った。謝と米倉との共著 [4] では、通常の電磁気学におい
て知られている、電気力と磁気力をいれかえる双対性変換が、量子力学的に考察する際にも
つ微妙な点を調べた。また、Kaidi と Parra-Martinez との共著 [5] では、摂動的開弦理
論で Type 0 と呼ばれて知られていたものが、弦の世界面上にトポロジカル超伝導体を考え
ることで八種類あることを示した。この二つは Physical Review Letters に掲載されてい
る。また、李と大森との共著 [6] では、二十五年ほど前に Intriligator と Seiberg によ
って発見された超対称双対性のもとで、線的演算子のもつ対称性がどのように対応している
かを詳細に明らかにした。 
 
(5) また、[1] で議論したような新しい一般化された対称性を既存の理論の中で見出すのみなら
ず、真にあたらしい物理系において実現することも重要である。その第一歩として、数値的
にそのような系をコンピュータクラスタを用いて調べたのが Huang, Lin, 大森, 手塚との
共著の [7] である。これは Physical Review Letters の査読を通過し印刷中である。 
 
[1] L. Bhardwaj and Y. Tachikawa, On finite symmetries and their gauging in two 
dimensions, Journal of High Energy Physics, 03(2018)189 
 
[2] Y. Tachikawa, On gauging finite subgroups, SciPost Physics, 8 (2020) 015 
 
[3] Y. Lee, K. Ohmori and Y. Tachikawa, Revisiting Wess-Zumino-Witten terms, SciPost 
Physics, 10 (2021) 061 
 
[4] C.T. Hsieh, Y. Tachikawa and K. Yonekura, On the anomaly of the electromagnetic 
duality of the Maxwell theory, Physical Review Letters, 123 (2019) 161601 
 
[5] J. Kaidi, J. Parra-Martinez and Y. Tachikawa, GSO projections via SPT phases, 
Physical Review Letters, 124 (2020) 121601 
 
[6] Y. Lee, K. Ohmori and Y. Tachikawa, Matching higher symmetries across Intriligator-
Seiberg duality, Journal of High Energy Physics, 10(2021)114 
 
[7] T.Z. Huang, Y.H. Lin, K. Ohmori, Y. Tachikawa and M. Tezuka, Numerical evidence 
for a Haagerup conformal field theory, accepted by Physical Review Letters, 印刷中 
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