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研究成果の概要（和文）：電子と原子核の運動を分離するBorn-Oppenheimer (BO) 近似は、多くの化学研究で暗
黙に課されるが、近年、原子核の運動も量子的に扱うnon-Born-Oppenheimer (non-BO) 計算の重要性が指摘され
始めている。本研究では、シュレーディンガー方程式の一般解法として提案された自由完員関数法(FC法)を
non-BO計算に拡張し、一般原子・分子へ汎用性のある積分フリーのnon-BO FC-LSE理論と、non-BO波動関数から
化学反応の研究に欠かせない解析的ポテンシャル面を得る理論を開発し、より一般的な分子へ応用するための方
法論と計算ノウハウ・プログラムの基礎を確立した。

研究成果の概要（英文）：The Born-Oppenheimer (BO) approximation is one of the most favorable 
assumptions ordinarily assumed in chemistry. In recent years, however, the significances of the 
nuclear quantum effects and the theoretical studies by non-Born-Oppenheimer (non-BO) calculations 
have been pointed out in various scientific fields. In the present study, we extended the free 
complement (FC) theory for solving the non-BO Schroedinger equations connected with the 
integral-free local Schroedinger equation method applicable to general atoms and molecules. We also 
developed the theory to obtain analytical potential energy surfaces from the non-BO wave functions. 
Thus, the present study indicated high potentialities for doing chemistry with exact non-BO 
solutions. We will further continue to develop the present theories to study more practical physical
 and chemical phenomena.

研究分野：量子化学

キーワード： シュレーディンガー方程式　自由完員関数法　解析的ポテンシャル面　核の運動の量子効果

  １版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
シュレーディンガー方程式は、原子・分子の微視的世界を支配する量子力学の基礎方程式であり、この方程式を
正確に解くことができれば、あらゆる化学現象を予言することができる。原子・分子は、原子核と電子から構成
されるが、ほとんどの化学研究では重い原子核を固定し電子のみ量子的に扱う。しかし、原子核も量子的に扱う
non-Born-Oppenheimer (non-BO)こそ、真に量子力学原理を反映する。本研究では、これまで皆無であった
non-BOシュレーディンガー方程式を解く計算理論と、得られた解を解析し化学反応に応用する方法を開拓した。
未熟な段階であるが、今後の発展の礎を築くことができたと確信している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
電子と原子核の運動を分離する Born-Oppenheimer (BO) 近似は、多くの化学研究で常識的に
課されている。また、BO 近似はポテンシャル面の概念を生み出し、化学反応の理解や分子動
力学の研究に欠くことができないと考えられてきた。しかし、近年、実験技術や計算科学の進
歩により、原子核の運動を量子的に扱う非断熱効果(non-Born-Oppenheimer (non-BO)) は、プロ
トンの非局在化・トンネル反応, 精細な量子スペクトル, 蛋白質や酵素の構造ダイナミクス, 極
低温・高圧化や宇宙化学等の物質科学現象で本質的な役割を果たしていることが知られるよう
になった[1]。non-BO 効果を取り込む理論的計算法は、Nuclear Orbital plus Molecular Orbital 
(NOMO) 法[2], 第一原理経路積分法[3], 量子波束ダイナミクス法[4]などが提案され、様々な分
子へ応用されている。しかし、真に量子力学原理に基づく化学研究を展開するためには、non-BO
シュレーディンガー方程式を正確に解き、その解に基づき一般原子・分子の化学現象を解明す
ることのできる non-BO 計算理論が必須である。この目的を達成あるいは目指すことのできる
量子化学理論は皆無であったが、2004年にシュレーディンガー方程式の一般解法として提案さ
れた自由完員関数理論: Free Complement (FC) Theory [5] によってその道が拓かれた。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、FC理論を non-BOシュレーディンガー方程式の正確な解法へ応用し、その
シュレーディンガーレベルの non-BO 波動関数の解析から、一般原子・分子の化学現象の予測
や解明に応用することのできる理論体系と計算法を確立することである。 
 
３．研究の方法 
本研究では、non-BOシュレーディンガー方程式の正確な解に収束する波動関数を FC理論に
よって構成する。FC理論の重要な特徴は、系に適した初期関数を準備すれば、あとはハミルト
ニアンが自動的に正確な波動関数を構築するところにある。これまで、BO近似で様々な原子・
分子に応用し、例えば He原子で 40桁以上の精度でエネルギーを計算しこの理論の正確さを実
証し[6]、また、第二周期原子や H2COなどの簡単な有機・無機分子でも化学精度(シュレーディ
ンガー方程式の絶対解として 1 kcal/mol以下まで正しい)を達成した[7]。本研究では、このよう
な BO 近似のシュレーディンガー方程式の解法で培った理論と経験に基づき、従来にはない
non-BOシュレーディンガー方程式の波動関数構築法とその解法を提案した。 

BO 近似で重要な帰結は、化学反応の研究には欠かせないポテンシャル面が定義できること
にある。しかし、BO 近似のポテンシャル面は、分子座標を逐一動かしながら電子のシュレー
ディンガー方程式を何度も解いて求める必要があり、分子全体の曲面を描くには莫大な数の電
子状態計算を要する。また、そのポテンシャル面は離散的で、滑らかに繋ぐため人為的なフィ
ッティングを要するが、その結果はフィッティング関数の選択などに依存する。一方、non-BO
波動関数は、電子も核も量子的な変数となるため、一見、ポテンシャル面の概念が失われてい
るように見える。しかし、その全ての情報は波動関数の中に存在しているため、そこから情報
を抽出し解析すれば良い。この視座に立ち、non-BO波動関数をまず求め、そこから電子座標を
積分することで、One shot の non-BO 計算から分子座標の解析的な関数として電子基底・励起
状態のポテンシャル面を得る理論を提案した。 
 
４．研究成果 
(1) H2

+分子の non-BOシュレーディンガー方程式の超精密解 
non-BO計算理論の検証においてその最も簡単な applicationとして、まず水素分子イオン(H2

+)
に適用した。この計算では、FC波動関数の未知係数を決定する手段として、変分原理に基づく
精密計算が可能な変分法(積分法)を採用した。図 1は、H2

+とその同位体(D2
+, T2

+, μ2
+)における、

電子・振動・回転励起状態の励起エネルギーを示している(ここで、μはミューオンで質量はプ
ロトンの約 1/9 である)。同対称性の電子・振動・回転状態は一度の計算(対角化)で求めること
ができ、全ての状態が 0.0000001 cm-1以上の非相対論極限と言える制度で計算することができ
た。また、電子と核の直接的な相互作用に由来する新たな共鳴状態の発見や、核スピンの僅か
な違い(オルト-パラ水素の差: 58.231cm-1)なども超精密に求めることができた[8]。 
 
(2) non-BO解析的ポテンシャル面の導出とその特徴 

non-BO波動関数から解析的なポテンシャル面を得る手順は以下の通りである[9]。 
① non-BO シュレーディンガー方程式を FC 理論で解き、電子と原子核の全ての情報を含む

non-BO波動関数を得る。 
② その全密度関数から電子の運動を積分し、核の座標: R だけを変数として残した縮約密度
関数: ( ) R を得る。 
③ 核の運動を決める振動・回転シュレーディンガー方程式を仮定し、ここに(ii)の縮約密度関
数(の平方根)を代入し、単純な式変形を行うことでポテンシャル面: V(R)が求まる。 

このポテンシャル面: V(R)は、模式的に、 
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として与えられる。ここで、μは換算質量, Eは対応する non-BO解のエネルギーである。この
方法及び V(R)は、以下のような特徴がある。 
・ BO 近似では、たくさんの R 位置での電子状態計算からポテンシャル面を求めてから振
動・回転準位を求めるが、この方法はその逆であり、non-BO解として電子・振動・回転
準位を求めた後に、解析的な形でポテンシャル面を得る手順である。 
・ BO 近似での構造最適化, 反応経路探索, 第一原理分子動力学計算で必要だった莫大な数
の電子状態計算やエネルギー微分の計算が原理的に不要となる。 
・ V(R)は、解析関数として得られ、原理的に一度(One shot)の non-BO計算で電子基底・励
起状態のポテンシャル曲面が全て得られる。 
・ V(R)は、振動回転準位 vごとに定義され、同じ電子状態に属する vからは同じ電子状態
に対応するポテンシャル面が得られる。 
・ 高い振動準位ほど Rの大きなところまでの情報を豊富に含み、解離極限までポテンシャ
ル面を描けるが、ノード位置で発散する点が生じる。この点は、各準位のポテンシャル
面を平均化することで滑らかにすることができる。 
・ BO近似では、原子核の質量が∞としてのポテンシャル面しか求められないが、この方法
では、原子核の有限質量や同位体や核スピンの違いを含む non-BO波動関数に対応した、
同位体効果を含むポテンシャル面を得ることができる。 

この方法を H2
+分

子の精密な non-BO
波動関数に応用し
た結果を図 1 に示
す。図 1(左)に示し
ているように、電
子・基底励起状態
共に、高い振動準
位の non-BO 解を
含めることで解離
位置まで滑らかに
解析関数としての
ポテンシャルカー
ブを計算することができている。また、図 1(右)に示しているように、同位体効果を含むポテン
シャルカーブの違いが求められている。特に質量の軽いミューオンの μ2

+のカーブは、その絶対
エネルギーが高くなっており、同位体反応の僅かな対称性の崩れに影響を及ぼすことが示唆さ
れる。今後の研究により、この方法をより一般化することで、分子の平衡構造, 遷移状態, 反応
経路解析などの化学反応の研究、電子励起状態の関与する光化学反応, 化学反応ダイナミクス
研究等への応用していきたい。 
 
(3) 一般分子の non-BOシュレーディンガー方程式の解法: non-BO FC-LSE理論 
一般に量子化学分野で non-BOシュレーディンガー方程式の解法が進展しない理由として、 
・ non-BO波動関数の構築が、従来の BO近似下の golden standardである分子軌道法と馴染
まないこと 
・ non-BO計算における変分法(積分)の困難 
が挙げられる。 
① 局所的電子構造に基づく non-BO波動関数の構築 

non-BOシュレーディンガー方程式の精密解を効率的に求めるためには、その正確な解の構造
を正しく反映する波動関数の構築が必須である。BO 近似で従来の量子化学で広く使われてい
る分子軌道型関数は、分子座標(原子核の座標)が動くと波動関数が大きく変化するため、non-BO
計算には極めて不向きである。一方、原子価結合(VB)型のような局所的な電子波動関数は、基
本的に 1つの原子核の動きに合わせて 1つの電子の動きが対応するため、平衡位置から解離ま
で同じ波動関数の形で表現でき、化学反応全体を描く non-BO計算に非常に適している。また、
局所性により大きな分子系の効率的な計算も可能である。我々は、分子構造式や化学反応式な
どの化学概念に則して波動関数を構築する局所的電子構造理論: 化学フォーミュラ理論を提案
し、BO近似下で様々な分子のシュレーディンガー方程式の解法に応用してきた[10]。この理論
を non-BO 計算にも応用し、non-BO 波動関数の電子の運動を局所的な電子波動関数で記述し、
これに振動・回転波動関数を付与したものを初期関数とし、FC理論を展開する方法を導入した。
この方法によって、系の物理的・化学的性質を初期関数に適切に反映すれば、あとは FC 理論
によって正確な non-BO 解に効率的に速く収束させることができる。この方法では、電子部分
の波動関数が BO 近似の電子波動関数と直接対応するため、計算された波動関数や物理量の化
学的な理解にも繋げやすい。また、電子基底状態でなく電子励起状態の波動関数構築も容易で
ある。電子励起状態に対応する量子状態の non-BO 計算は、文献にほとんど報告がなく、本研



究で初めてその精密な解法と解が求められた。 
② non-BO LSE理論 
①で構築した non-BO 波動関数の未知変数を計算するためには、積分を利用する変分法がま
ず考えらえる。変分法は、変分原理に裏付けされ安定・高精度な計算ができるメリットがある
が、”積分可能”であることが前提である。しかし、non-BO計算では、並進運動を分離後の内部
座標が、原子核と電子の座標が露わに連動するため、変数(座標)を分離することができず多体
の困難な積分が生じてしまう。実験室座標系に原点を固定し、1 粒子関数にむりやり変数分離
すると積分はできるようになるが、重い原子核の動きに合わせて軽い電子が素早く動くという
本質を無視することになり、正しい解を与えない。そのため、BO近似下で発展してきた独立 1
粒子関数を基礎に置く多くの量子化学手法(Hartree-Fock, Full CI法など)を使うことができない。
この点から、変分法における”積分困難”の問題は BO近似よりも遥かに severeである。そこで、
本研究では、この積分困難から完全にフリーであるサンプリング法を基礎に置く Local 
Schrödinger Equation (LSE) 法[11]を non-BO計算に応用することを考えた。積分フリーなため、
どのような関数でも妥協なく用いることができ、①で構築した non-BO 波動関数とその内部座
標系に対しても応用することができる。また、電子基底状態の振動準位や連続状態に埋もれる
電子励起状態に対応する量子状態は、H-square error: 2 2( )H E    を計算することで、
物理的に正しい解を識別することができる。 2 も変分法では H 2の積分が困難で計算すること
が難しいが、LSE法では容易に計算することができる。また、LSE法の計算で律速となる電子
や核の対称・反対称化則を満たす計算には、Nk理論[12]や Inter Exchange (iExg) 理論[13]を用い
ることができ、大きな分子の non-BO計算に対する見通しもある。 
  ①, ②の方法を、簡単な分子の non-BO計算に応用した。まず、H2分子(4粒子(2核, 2電子))
の S対称(核: 一重項, 電子: 一重項)に応用した。FC理論の初期関数は、 

 
2 2

1 , 1 2 , 21 1 1 2 1 1 2 2( ) ( )
0 12(1 )(1 ) AB AB eq AB AB eqs A s B s A s BR R R Rr r r r

ABP P e e e e e e                 
 

, (2) 

を用いた。電子部分は、局所的
波動関数(VB 型)で記述し、化
学フォーミュラ理論に基づき
電子基底状態(11Σg

+)と電子励
起状態(21Σg

+)に対応する配置
を含めた。振動部分は、単純な
調和振動子(Gauss 型関数)を採
用した。表 1に電子・振動の基
底状態に対する FC理論の収束
過程を示した。order を上げる
と、H-square errorは 0に近づき、
エネルギーも正しい値に近づいていること
が分かる。文献値の Explicitly Correlated 
Gaussian (ECG) 法は、小さな系では高精度だ
が、パラメータ最適化や反対称化に大きな計
算コストがかかり、一般的な原子・分子への
応用ができず、また波動関数を全て Gauss型
関数で記述するため、カスプ条件などの exact
解の必要条件を満たさない。一方、non-BO 
FC-LSE理論では、自由度(Dimension: M)が小
さく、簡単な計算にも関わらず非常に高精度
な解が得られている。また、図 2に計算され
たエネルギー準位を示した。電子励起状態に
対応する量子状態は電子基底状態に属する
状態の中に埋もれているが、H-square error等
から物理的に正しい解を判断できることが
分かる。次に、LiH分子(6粒子(2核, 4電子)) S対称(電子: 一重項)に応用した。その初期関数は、 

  
 

2
1 , 1,1 1 ,1 2 ,2 3 ,1 4

2
1 , 1,1 1 ,1 2 ,1 3 ,1 4

( ) ( ) ( , )
0 0 0 0

( )( )
0

( )( )
0

( ) AB AB eqLi s A Li s A Li s A H s B

AB AB eqLi s A Li s A H s A H s B

cov ion cov ex

R Rr r r rcov
elec

R Rr r r rion
elec

A e e e e e

A e e e e e

   

   

   

   

  

    

    

  

    
 
   


  2
2 , 2,1 1 ,1 2 ,2 3 ,1 4 ( )( , )

0 ( ) AB AB eqLi s A Li s A Li s A H s B R Rr r r rcov ex
elecA e e e e e            


    
 

, (3) 

を用い、その電子部分は局所的波動関数(VB型)と化学フォーミュラ理論に基づき、共有結合項
とイオン項及び電子励起状態に対応する配置を含めて構成した。同様の方法で、幾つかの簡単
な分子の non-BO 解の計算に応用し、表 2 に結果をまとめた。電子基底状態の解は、文献の結

表 1. non-BO FC-LSE理論の収束過程(H2分子, 基底状態) 

Order(n) Dimension 
(M) 

H-square 
error Energy (FC) (a.u.) ΔE=E(FC-LSE)

-E(Ref.)a (a.u.) 
1 49 3.586×10-2 -1.159 578 75 0.004 446 
2 412 1.435×10-3 -1.164 038 74 -0.000 0137 1 
3 1963 1.780×10-4 -1.164 055 39 -0.000 030 36 
4 6740 5.751×10-5 -1.164 029 84 -0.000 00481 2 

Ref. (ECG法)  -1.164 025 030 84  
Ref. (BO近似)  -1.174 475 931  

aRef. [14]. 



果とよく一致し、文献にない電子励起状態に対応する non-BO 解も正しく求められた。また、
表 3にこれらの分子に対する零点振動エネルギーをまとめた。実験では、基底状態より下を測
定することはできないため、spectroscopic constant から非調和性などを考慮して empirical に算
出されるが、理論では、振動基底状態の non-BO 解と BO 近似のポテンシャル面の極小値との
差として計算され、実験よりも精密な零点振動エネルギーを算出することができた。 
 
表 2. 簡単な分子の non-BO解(電子基底・励起状態)のまとめ a,b 

分子 
電子基底状態  電子励起状態 

H-square 
error 

Energy (FC) 
(a.u.) 

ΔE=E(FC-LSE)
-E(Ref.)c (a.u.) 

Energy (Ref.) 
(a.u.)  H-square 

error 
Energy (FC) 

(a.u.) 
H2 5.751×10-5 -1.164 029 84 -0.000 004 81 -1.164 025 030 84  6.728×10-6 -0.712 335 60 
HD 2.210×10-4 -1.165 440 95 -0.000 030 9 -1.165 471 922 0  1.152×10-4 -0.712 993 45 
HT 2.442×10-4 -1.165 961 50 - -  1.527×10-4 -0.713 299 08 
Hμ 1.201×10-4 -1.150 180 47 - -  1.391×10-4 -0.704 287 23 

HeH+ 3.287×10-5 -2.971 084 59 -0.000 006 13 -2.971 078 465 9  1.100×10-4 -1.971 056 05 
LiH 5.722×10-4 -8.065 903 65 0.000 534 -8.066 437 1  1.967×10-1 -7.944 307 21 

aH2: n=4, HD,HT,Hμ: n =3, HeH+: n=4, LiH: n=2. b1Σ symmetry. cRef. [15]. 
 
まとめ: このように、一般的な分子の

non-BO シュレーディンガー方程式の正確
な計算を目指して non-BO FC-LSE 理論の
開発と計算を行い、また、その波動関数か
ら解析的なポテンシャル面を得る方法を
進展させた。non-BO シュレーディンガー
方程式こそ、近似のない原子・分子の量子
力学の基礎方程式であり、この方程式を正
確に解く理論が発展すれば、BO 近似の上
で見過ごされていた量子力学の美しさを
改めて認識できる成果が期待でき、化学反
応の理論研究を大きく変革・転換させる潜
在性がある。化学・生物の実用的な分子に
対してここまで到達することは容易なこ
とではないが、この夢の実現に向け研究を継続していきたい。 
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表 3. 簡単な分子の零点振動エネルギー 

分子 電子状態 
零点振動エネルギー (cm-1) 

FC-LSE Ref. (ECG) Ref. (実験) 
H2 11Σg

+ 2292.65 2293.707 2179.3(1) 
  21Σg

+ 1275.54     
HD 11Σg

+ 1982.95 1976.152 1890.3(2) 
 21Σg

+ 1131.15   
HT 11Σg

+ 1868.7   
 21Σg

+ 1064.08   
Hμ 11Σg

+ 5332.24   
 21Σg

+ 3041.95   
HeH+ 11Σ+ 1672.84 1674.182  
LiH 11Σ+ 1019.16 902.085 697.952(5) 
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