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研究成果の概要（和文）：本研究では，データ解析，機械学習，金融工学などであらわれる大規模な最適化問題
に対して，主変数および双対変数が疎となる主双対スパースモデルを考え，それに対する効率のよい解法を開発
し，いくつかの応用問題に対して適用した．主に二つの主双対スパースモデルを考案し，乗数法およびimplicit
 programming法に基づく解法を提案した．さらに，この研究で得た知見を，多目的最適化，
Levenberg-Marquardt法，多値サポートベクターマシンなどに応用した．

研究成果の概要（英文）：In this study, we consider primal-dual sparse optimization models that have 
sparse primal and dual solutions for large-scale optimization problems in data analysis, machine 
learning, and financial engineering. We develop efficient solution methods for them. We presented 
two-type of formulations of the primal-dual sparse models, and proposed solution methods based on 
the method of multipliers and the implicit programming approach. Furthermore, we applied our 
findings in this study to multi-objective optimization, the Levenberg-Marquardt method, and 
multi-valued support vector machines.

研究分野： 数理最適化

キーワード： スパース最適化　双対問題
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研究成果の学術的意義や社会的意義
データ解析，機械学習，金融工学などであらわれる数理最適化問題は年々大規模化している．これまでは，精度
の高い解を求めることを諦めて，現実的な時間内で妥当な解を求めていた．本研究では，スパース性を利用し
て，必要な性質を保存したまま問題規模の縮小が可能なことを示している．この結果は，高精度の解が必要とな
る応用において大きな意義がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 

統計，機械学習，金融工学などでは以下のような数理最適化問題がよくあらわれる． 
  
                                                     
 
この問題の決定変数は nx R である． td をデータ，T をデータ数， をデータへの適合度を表
す損失関数， r  を正則化関数とすると，機械学習によく現れる問題となる．例えば，

1( , )t t ntd a b R  とし， 2( ; ) ( )t t tx d x a b  ・ とすれば，データ解析において最も基本的な
最小二乗問題となる． 

データ解析に現れる問題(1)には，二つの大規模性：データの特徴数 n とデータ数 T がある．
データ数T や特徴数 n  が大きくなると，内点法など，ニュートン法に基づく最適化手法が適用
できない．一方で最適化モデルによっては，最適解のほとんどの成分が 0 となる(疎になる)もの
があり，その性質を利用した解法が数多く提案されている．主なモデルは以下の二つである．  
主スパースモデル：主変数が疎になるモデル（特徴数 n  が大きいとき） 
特徴数が多いとき，なるべく少ない特徴で推定できれば汎化能力が高まることが知られている．
正則化関数 r として L1 正則化(Lasso)や group lasso を採用すると，疎な最適解が得られる。解
法の観点からは，0 となる変数は無視することができるため，特徴数が多いときでも効率的に最
適解を求めることができる． 
双対スパースモデル：双対変数が疎となるモデル(データ数T が大きいとき) 
データには誤差が含まれるので，ほぼ適合できているデータを無視した次の最適化モデルを考
える．  

 
このモデルでは ( , )ix    となる，つまりよく適合しているデータ id  は無視することがで
きる．この考えに従ったモデルの一つがサポートベクターマシン（SVM）である．SVM では r  
は２次関数となり，主変数に疎性を持たせているわけではない．この問題の双対問題の決定変数
は主問題のデータに対 応しており，その数は T となる．うまく適合している，つまり

( ; )ix d  となっているデータに対応する双対変数は 0 となる．つまりこのモデルでは双対変
数が疎になる． 

これらの既存の２モデルは，解法の観点からではなく，応用上の観点から提案されたものであ
り，T と n どちらか一方の大規模性には対応できるが，両方の大規模性には対応できていなか
った． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，大規模な最適化問題に対して(1) 主問題と双対問題のそれぞれが疎な解(0 が
多い解)をもつ数理最適化モデルを構築し，(2)そのモデルの特性を利用した効率のよい解法を開
発，さらに(3)それらをビッグデータの解析などに応用することである．信号処理，機械学習，
金融工学などの様々な分野に現れる多量なデータを含む大規模な最適化問題では，データの特
徴数の疎性(主変数の疎性)，必須のデータ数の疎性(双対変数の疎性)に着目したモデルをおよび
解法が構築されている．本研究では，この２つの疎性を含むモデルを構築し，ビッグデータを効
率的に処理できる最適化手法を開発する．さらに，それらのモデル・手法を実問題に適用し，そ
の有効性を確認する． 
 
 



３．研究の方法 
 

研究目的を達成するために，研究を次の３段階にわけて実行する． 
第 1 段階：主双対スパースモデルの構築とその性質の解明 
第 2 段階：主双対スパースモデルの効率的な解法の開発 
第 3 段階：主双対スパースモデルの応用 
まず，主双対スパースモデルを構築しその理論的な性質を解明する．特に，スパース性を有しな
いモデルの解との比較を行う．次に，そのスパース性を有効に活用した解法を開発し，その収束
性を解明する．最後に，機械学習，統計，信号処理など，個々の応用問題に対して，主双対スパ
ースモデルを適用し，その妥当性を調べる． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 主双対スパースモデルの構築とその性質の解明 
主双対スパースモデルとして，以下の二つのモデルを提案した． 

 

 
上のモデルは，計画当初から想定してモデルである．下のモデルはハイパーパラメータチューニ
ングなどを想定した 2 段階最適化モデルである．これらのモデルに対して，数値実験を通して，
主変数の疎性と双対変数の疎性，汎化性の関係を調べた． 
また，Ｌ1 ノルムを含む一般的な正則化関数をもつゲージ最適化問題を考え，その双対問題を提
案した．さらに，双対問題の性質および主問題と双対問題の関係を調べた．本研究では，まず，
ノルム空間上で定義された問題とその双対問題において強双対性が成り立つ条件を与えた．そ
の結果，従来よりも複雑な不確実性集合をもつロバスト最適化問題を数値的に扱えるようにな
った．また，一般の凸関数で構成された最適化問題においても，ゲージ最適化問題に等価に変換
できることを示した．さらに，その事実を利用することによって，ラグランジュ双対やフェンシ
ェル双対とは異なる方法で，双対問題が構成できることを示した． 
 
(2) 主双対モデルの効率的な解法の開発 
上記の(1)で提案した二つのモデルに対して，効率のよい解法を提案した． 
上のモデルに対しては，max 関数に対して微分可能な関数で近似し，その近似モデルに対して乗
数法に基づいたアルゴリズムを提案し，その大域的収束性を示した．提案アルゴリズムは主変数
と双対変数のスパース性を考慮することよって，大規模な問題に対しても適用可能である． 
下のモデルに対しても，まず，微分可能な関数に近似したモデルを考え，最適性の条件を利用す
ることによって，効率よく近似解を求めることができるアルゴリズムを提案した． 
 
(3) 主双対スパースモデルの応用 
本研究の応用として，多目的最適化，非線形方程式，多値のサポートベクトルマシンを考え，そ
れらについて以下の研究成果を得た． 
・多目的最適化の主スパースモデルに対して，近接勾配法を開発し，その収束性および計算量を
解明した．多目的最適化問題は目的関数を複数持つ最適化問題であり，複数の目的のトレードオ



フの関係を考慮したパレート最適解とよばれる解を求める．単目的な最適化の手法である近接
勾配法を多目的最適化に拡張した．その結果，スパースなパレート最適解を求めることを可能に
なった．さらにその手法が大域的収束し，さらに単目的の最適化と同様の計算量でパレート解が
求まることを示した． 
さらに L1 正則化を含む多目的最適化問題に対するメリット関数の性質を解明した．特に，双対
性を利用した効率的なメリット関数の評価方法を考案した．このメリット関数を用いて，多目的
最適化問題に対する近接勾配法の計算量を解析した． 
  
・非線形方程式や最小二乗問題の一般的な解法のひとつであるLevenberg-Marquard法(LM法)
に対して，それを一般化したアルゴリズムを考案した．LM法では各反復で制約なしの凸2次計
画問題となる部分問題を解く．この部分問題の解は一般にはスパースにならない．そこで，主
双対スパースモデルも含む広いクラスの部分問題を利用したLM法の一般化を提案し，その収
束性を示した．部分問題が主双対スパースモデルとなるとき，その解がスパースになる．その
結果，問題によっては各反復の計算量が大幅に削減できることを数値実験によって確認した． 
 
・サポートベクトルマシンやサポートベクトル回帰問題を多値の場合に拡張し，その双対問題
を導出した．さらに，サポートベクトルの数の見積もりを与えた．また，主双対変数のスパー
ス性を利用したアルゴリズムを開発した． 
 
上記の研究のいくつかはすでに論文誌で発表している．そうでないものも，学会発表および論文
投稿をする予定である． 
 
上記の研究の多くは，正則化関数として，L1正則化や group lasso など凸な関数を対象にして

いた．本研究期間中には，非凸な正則化関数である ( ) , (0,1)q
ir x x q に関する研究の発

展があった．今後は，このような非凸な正則化関数をもつ主双対スパースモデルの開発が必要に
なるであろう．  
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