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研究成果の概要（和文）：関数概念は，事象を数理的に捉える際に不可欠なものである。また，算数・数学にお
ける学習内容の中でも中心的なものの1つであるとされている。本研究は，これまで課題があるとされてきた児
童生徒の関数学習に対し，数学教育学における認知に関する科学を視座に「関数の学習モデル」を構築し，教材
開発を通して新たな関数学習のあり方を実証的に示した。

研究成果の概要（英文）：The  concept of functions is essential when understanding a phenomenon using
 mathematics, and it also occupies a central position in mathematical learning. Considering the 
previous challenges faced by students, who are learning functions, this study constructs a 
scientific “learning model for functions” concerning cognition in mathematical education classes. 
 Furthermore, it empirically demonstrates a new plan to learn functions by developing teaching 
material.

研究分野： 数学教育学

キーワード： 関数の学習モデル　途上概念　数値を用いない学習

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では関数の学習モデルを構築し，関数理解のためには途上概念の形成が必要で，途上概念を形成するため
の学習として「数値を用いない学習」の必要性を示した。教育実践を通して，この新たな学習が関数学習として
児童の認知・認識に適したものであることが認められている。従って，小学校の関数学習に新たな指針を示すこ
とになったと考える。また，中学校における関数学習のあり方にも，新たな可能性を見いだすことができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
数学教育において，事象を数理的に捉え，数学の問題を見いだし，問題を自立的，協働的に解

決し，解決過程を振り返って概念を形成したり体系化したりする過程を通して児童生徒の能力
を伸ばすことができるとされている。事象を数理的に捉える方法は様々あるが，事象を関数的に
みる力，関数として表現する力は不可欠であると考える。したがって，児童生徒の関数理解が重
要となる。 
児童生徒の関数学習に関しては，以前より課題指摘がなされており，教育実践の報告や研究論

文が多数あるが，抜本的な解決に至っていないと考えられる。現在の関数学習は，関数を表す式
を求める，関数を表す式を変形する，グラフをかくなど技術的な面での習熟はある程度なされて
いるが，「関数とは何か」という関数の概念については必ずしも十分とはいえない。したがって，
数理的に事象を捉える力や一般化・抽象化という数学を通して高めることができる思考力の育
成にどれほど寄与できているのか，ということについて問題意識を抱いてきた。 
関数理解には，変化と対応という 2つの面が重要となる。具体的に「(Ⅰ)事象の変化を量的に

捉えて変量を抽出する，(Ⅱ)抽出した変量から関数関係を見いだし対応させる，さらに(ⅲ) そ
れを表・式・グラフに結びつけ関数概念の理解を深める」という段階の学習に整理できる。現在
の関数の教育は，これらの点に留意して指導がなされているが，これらの概念が学習者にどのよ
うに認識・理解されていくのかについて必ずしも明らかにされているわけではない。 
 

２．研究の目的 
数学的に問題解決する過程において，事象を数理的に捉えることは重要な力となる。事象を

数理的に捉えるためには，関数の理解が不可欠となる。先行研究や各種調査結果より，小学
校・中学校の算数・数学教育において関数に課題があることは以前より指摘されている。そ
こで，関数学習における「(Ⅰ)事象の変化を量的に捉えて変量を抽出する，(Ⅱ)抽出した変量か
ら関数関係を見いだし対応させる，(ⅲ)それを表・式・グラフに結びつけ関数概念の理解を深め
る」の学習段階について，児童生徒の認知・認識を考慮して関数学習を進めていく上でのモデル
の構築を目指す。次に，構築したモデルに基づき教材開発を行い，その有効性を検証することで
数理的に捉える力を育成することを目的とする。 
具体的に，次の(1)，(2)，(3)に取り組む。 
(1) 生徒(中学生)が事象を数理的に捉える，特に事象を量的に捉え，2つの変量を変数とみな

して関数関係を見いだし，表・式・グラフ等に表し関数概念の理解を深めることに関して，生徒
がこれらを認識・理解していく様相を分析するための調査問題を作成・実施し，その様相を明ら
かにする。 
(2) 児童(小学生)が事象を数理的に捉える，特に事象を量的に捉え，2つの変量を変数とみな

して関数関係を見いだし，表・式・グラフ等に表し関数概念の理解を深めることに関して，児童
がこれらを認識・理解していく様相を分析するための調査問題を作成・実施し，その様相を明ら
かにする。 
(3) 児童生徒が事象を数理的に捉える，特に事象を量的に捉えて 2 つの変量を変数とみなし

て関数関係を見いだして表・式・グラフ等に表す力を身につけるために,数学的モデリングの観
点を取り入れた教材開発を行い，その検証を行う。 
 
３．研究の方法 
研究の方法について，当初は「1. 児童生徒の認識・理解の様相について，児童生徒を対象に

調査問題を作成・実施し,その結果の分析を行う。2. 認識調査の分析結果を生かして，認識・理
解の様相のモデル化(理論の構築)を目指す。3. 事象を数理的に捉える力(特に関数に着目して)
のための教材開発を行い，教育実践を通してその有効性を検証する。」としていた。児童生徒の
認識・理解の様相を把握するための調査問題の作成にあたり，児童生徒の数学概念の認知に関す
る先行研究を分析し，次のように変更している。 
(1)児童生徒の数学概念の認知に関する先行研究の整理・分析を行う。 
(2)認知に関する先行研究の整理・分析を基礎にして，関数の学習に関するモデルの構築を図る。 
(3)関数の学習モデルに基づき，関数学習の先行研究を分析し，関数理解のための途上概念を焦

点化し，途上概念を形成するための教材開発に取り組む。 
(4)開発した教材の有効性について，教育実践を通して検証する。 
 (1)～(4)について，具体的に示す。 
(1)について，数学教育学の研究分野における児童生徒の認知・認識に関する先行研究である

理解研究とメタファー研究を分析する。まず理解研究に関するものとして Skemp（1971 1989），
van Hiele（1984, 1986），Pirie& Kieren（1989, 1994ab），Sfard(1991 1992)を，次にメタファ
ー研究として Lakoff & Johnson （1980）， Lakoff & Nunez（2001）を，さらに質的な関係概念
の発達過程を明らかにした松田（2002）を取り上げ，それらを整理・分析する。 
(2)について，(1)の結果を踏まえて児童生徒の認知・認識を考慮し，関数の学習モデルを構築

する。さらに，関数の学習モデルに基づき横地（1962），岡森（1983）の関数学習に関する先行
研究を分析し，関数学習の課題点を焦点化する。 
(3)について，(1)と(2)に基づき，児童生徒の認知・認識を考慮した事象を量的に捉えて 2 つ

の変量の関数関係を見いだすための教材開発を行う。  



 (4)について，まず予備教育実践を行い改善点を明らかにし，それを生かして教育実践を行う。
予備教育実践，教育実践とも，実践の前後に質問紙調査を通して児童の実態と変容を把握するこ
とで，開発した教材の有効性を検証する。 
 
４．研究成果 
 研究の主な成果を示す。 
(1)児童生徒の数学概念の認知に関する先行研究の整理・分析をした。本研究への指針として，

数学を理解する，あるいは数学概念を形成するためには，その基になる概念が児童生徒に形成さ
れていることが必要であるといえる。人に形成される最初の起点領域は，児童生徒の感覚・運動
経験から形成されるということも重要な指針となった。また，現在の関数学習では，幼児の頃か
ら形成が始まっている 2変量の関係付け（関数概念の素地）が，十分に生かされているとはいえ
ない可能性があることが得られた。 
(2)認知に関する先行研究の分析を基礎にして，関数の学習に関するモデルを構築した。 
van Hiele（1986）や Pirie & Kieren（1989, 1994ab）の研究，質的な関係概念に関する研究

に基づき，児童生徒の認知・認識を考慮して関数の学習モデルを構築した（Fig.1）。それは，「事
象認識の段階」，「抽象化途上の段階」，「抽象的表現の段階」の 3つの段階からなる。 
事象認識の段階は，考察対象である事象に対して児童生徒が日常生活の経験やそれまでの数

学の学習に基づいて，最初にその様子や内容が認識できるような段階である。また事象が文章で
与えられた場合は，基本的に文章読解に関わる言語的知識を用いて文章全体を理解するレベル
である。 
抽象化途上の段階は，事象認識の段階で認識した事象を考察対象として，学習目標である関数

の概念を理解するための概念（以下，途上概念と記す）の形成を促す段階である。 
抽象的表現の段階は，抽象化途上の段階における途上概念を対象に，学習目標である関数概念

について言語を用いてまとめ，学習目標の関数の概念を獲得する段階である。 
これらの 3 つの段階は直線的に移行するのではなく，理解困難に陥った際には前の段階に戻

り再考することが考えられる。 
(3)関数の学習モデルに基づき，関数学習の先行研究を分析し，関数理解のための途上概念を

焦点化し，途上概念を形成するための教材開発に取り組んだ。児童生徒の認知・認識の実態と数
学の体系的な視点を取り入れた横地（1962），岡森（1983）の関数学習の内容を関数学習モデル
に基づき検討し，本研究の対象となる途上概念を焦点化した。焦点化した途上概念は「一方が増
えると他方が増える」，「一方が増えると他方は減る」というような論理構造をもつ質的な関係概
念で，「論理構造をもつ質的な（Ⅰ）と（Ⅱ）に関する途上概念」と定義した。ここで質的とは，
増加・減少関係あるいは定性的関係であって，計量的関係ではない。 
関数の学習モデルの特徴は，主に 3つに整理できる。1つ目は，抽象的な関数概念の理解のた

めに児童生徒の認知・認識を考慮して，途上概念を設定した点である。児童生徒の関数学習は，
途上概念を十分に形成することで関数理解につながると考えられるため，この概念形成の必要
性を明確に示した。2つ目は，児童生徒の学習や教員の学習指導の観点に立った点にある。つま
り児童生徒の認知・認識に適した学習モデルであり，また教員が教材研究を行う際に用いること
ができ，小学校，中学校で活用しやすいと考えられる。3つ目は，抽象的表現の段階における学
習目標の設定次第で，短期的な学習の枠組みをつくることができる点にある。 
現在の関数学習は，数値や文字を用いる学習が主であるが，児童生徒の関数学習を「数値を用

いない学習」と「数値や文字を用いる学習」に大別した。数値を用いない学習は，これまでの関
数学習には見られなかった新しい学習段階であり，この段階で先述した途上概念を形成し，数値
や文字を用いる学習に移行することで関数理解を促進できると考えた（Fig.2）。 
数値を用いない学習の最も適した時期について，小学校段階が適切で，さらに小学校の学習内

容から第 3学年で算数の学習をほぼ終えた時期または第 4学年が最適であることを示している。 
次に，小学校第 4 学年の児童を対象にした教材について，児童にとって身近な事象とするた

め，時間の経過に対応して変化する円錐状の立体の影とした（Fig.3）。円錐状の立体を用いると，
影の形の変化を例えば影の辺の長さや影の広さ（面積）など量の変化と捉える，また変化の様子
として時間の経過に対応して影の長さが長くなっていく（増えれば増える），または短くなって
いく（増えれば減る）などの時間と変量の対応，さらに時間が介在する 2つの変量である影の辺
の長さと影の広さ（増えれば増える）などの 2変量を対応させることができる。教育実践の時期
（対象学年）については，小学校の学習内容を考慮した結果，第 4学年が最適であると判断して
いる。 
(4)開発した教材の有効性について，教育実践を通して検証した。 
予備教育実践は，第 4学年の児童（1名）を対象に実施した。実践前の調査から，時間の経過

に伴う図形の変化に対して，事象を量的に捉える，時間に対応した量の変化を捉えることの素地
はある程度できていると考えられる。一方で円錐状の立体の影の変化に対しては，影の形の変化
を増加・減少に着目して捉えること，2つの変量の対応関係として捉えることに関して十分とい
えない可能性があることがわかる。 
予備教育実践における学習の段階では，時間の経過に対応する変量の抽出は切り出した影の

形を並べて観察するだけでは十分に行えず，直接比較することにより比較的容易となった。また
変量の抽出後は，時間が介在する 2変量の変化の対応についても比較的容易であった。時間を主



軸にした児童の感覚・運動経験に基づく教材の有効性と学習の枠組みが児童に適していること
を確認できた。ただし，教育実践に向けて，学習の進め方でいくつかの改善点が示された。 
実践後の調査から，児童は，事象の変化を量化して捉えること，2つの変量の対応関係につい

ては教育実践の効果が表れていることがわかる。その一方で，教育実践で扱わなかった事象を考
察対象にすると回答することができず，児童が毎日持参する水筒に置き換えて事象を再度説明
すると回答することができた。このことから，児童の感覚・運動経験に基づく教材や児童の感覚・
運動経験を想起するような事象の説明が必要であることがわかる。論理構造をもつ質的な（Ⅰ）
と（Ⅱ）に関する途上概念形成のためには，継続した学習が必要である。以上のことから，予備
教育実践での学習は第 4学年の児童の認識と学習に適したものであることがわかる。 
教育実践(1)は，予備教育実践の知見を生かして実施した。対象は第 4 学年の児童（2 名）で

ある。実践前の調査は予備教育実践前の調査と同様の結果であった。 
教育実践から，切り取った影の形を直接比較することで変量の抽出が容易にできたこと，「増

える，減る」に着目することで量的なもの以外を除外することが容易であったこと，時間の経過
に対応する変量の抽出は容易であったこと，時間が介在する 2 変量の変化の対応についても比
較的容易であったこと，時間を主軸にした児童の感覚・運動経験に基づく教材は有効である可能
性が高いことがわかった。これらは，予備教育実践の知見と同様である。 
事後の調査から，2名の児童とも明らかに事象に対して変量の抽出と 2変量の対応関係を変化

の様子として答えることができるようになっており，論理構造をもつ質的な（Ⅰ）と（Ⅱ）に関
する途上概念が学習を通して形成されたためと考える。したがって，教育実践における学習は児
童の認識に適しており，論理構造をもつ質的な（Ⅰ）と（Ⅱ）に関する途上概念の形成を担って
いることがわかる。一方で，考察対象となった事象以外の新たな事象では論理構造をもつ質的な
（Ⅰ）と（Ⅱ）を働かせることが容易でないこと，今後も様々な事象を対象に継続した学習が必
要であることがわかった。 
教育実践(2)は，公立小学校で第４学年の児童を対象に実施した。24名の児童が全 3回の授業

に参加した。教育実践前の調査結果は，予備教育実践，教育実践(1)とほぼ同様であった。 
教育実践はグループ活動を取り入れ，複数日に分けて行っている。初めは時間の経過に対応す

る変量を対象に，その後は時間が介在する 2つの変量を対象に学習指導した。児童は積極的に学
習に取り組んでいる。 
教育実践後の調査から，各児童の回答個数に差はあるが，全体的にみてどの設問も事前調査と

比較すると，変量の抽出と 2 変量の対応関係を変化の様子として答えることができるようにな
っている。教育実践(2)は教育実践(1)のように個別の学習に対応したものではなく，小学校にお
ける教育活動の中で行っている。そのため，個別に支援しながら児童の学習を進めることは決し
て容易なことではなく，全体として教育実践(1)のような良好な結果は得られていないが，お互
いに教え合う場面がみられるなど意欲的に取り組むことができ，今回のような学習を継続して
進めることで論理構造をもつ質的な（Ⅰ）と（Ⅱ）に関する途上概念の形成が十分に図れると考
えられる。さらに，この教材を使った数値を用いる段階の有効性が示唆される場面もあった。以
上のことから，時間を主軸にした教材と学習の枠組みやあり方は児童の認識に適したものであ
り，効果が期待できるものであることがわかる。 
本研究では関数の学習モデルを構築し，関数理解のためには途上概念の形成が必要で，途上概

念を形成するための学習として「数値を用いない学習」の必要性を示した。教育実践を通して，
この新たな学習が関数学習として児童の認知・認識に適したものであることが認められている。
従って，小学校の関数学習に新たな指針を示すことになったと考える。また，中学校における関
数学習のあり方にも，新たな可能性を見いだすことができている。 

・上段は学習の段階，下段は各段階における学習内容や学習指針などを表す。 
・両矢印は段階間の移行と，理解困難に陥った際に前の段階に戻り再考するこ
となどを示す。 

事象認識の段階 

 

抽象化途上の段階  抽象的表現の段階 

事象の認識 途上概念の形成 
学習目標である関
数の概念の獲得 

Fig.1 関数の学習モデル（二澤 2018） 

数値を用いない学習 
⇒ 

数値や文字を用いる学習 

目標：変量の抽出と 2変量の対応に関する途上
概念の形成 

・事象の変化を量の変化と関係づける。 
・2 変量の関係を「増えると増える」，「増え
ると減る」，これらを組み合わせて捉える。 

2 変量を数値化し，表にまと
めるなどして 2 変量の変化や
関係をグラフや式に表す。 

Fig.2 （Ⅰ）と（Ⅱ）に関する途上概念の形成のための学習の枠組み  



 

  
Fig.3 円錐状の立体の影の様子（左）と記録例（右） 
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