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研究成果の概要（和文）：頂点作用素代数における有名な未解決問題の一つに中心電荷２４の正則頂点作用素代
数の分類問題がある。候補となる７１個が構成されており、残された問題は重さ１の空間のリー代数構造から頂
点作用素代数構造から決まるという一意性の問題であった。

研究開始当初では４１個の正則頂点作用素代数の一意性が未解決であった。本研究では逆軌道体構成法を用いて
１１個の一意性を証明した。他の研究者の成果と合わせることで、重さ１の空間が非自明な７０個の中心電荷
２４の正則頂点作用素代数の一意性が証明された。

研究成果の概要（英文）：The classification of holomorphic vertex operator algebras of central charge
 24 is one of famous problems in vertex operator algebra theory. The 71 candidates have been 
constructed, and the remaining problem is to prove that the vertex operator algebra structure is 
uniquely determined by the Lie algebra structure of the weight one subspace.

At the beginning of this research project, there are the remaining 41 holomorphic vertex operator 
algebras of central charge 24 whose uniqueness have not been proved yet. The main result is to prove
 the uniqueness of the 11 cases by using the reverse orbifold construction. Combining the results by
 us and other researchers, we have proved the uniqueness of holomorphic vertex operator algebras of 
central charge 24 with non-trivial weight one subspaces. 

研究分野： 頂点作用素代数
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
中心電荷２４の正則頂点作用素代数には様々な階数２４の正定値のユニモジュラ偶格子との類似が観察されてい
る。本研究の研究成果はその根拠の一つとなるものである。また、階数２４の正定値のユニモジュラ偶格子の応
用範囲は頂点作用素代数のみならず、代数幾何学、整数論、組合せ論、有限群論など多岐にわたっている。同様
に、中心電荷２４の正則頂点作用素代数の他分野への応用も期待されており、その際には今回の成果が役立つ。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
「中心電荷２４の正則頂点作用素代数の分類」は頂点作用素代数の研究当初から考えられて

きた未解決問題の一つである。階数２４の正定値ユニモジュラ偶格子の分類との類似の視点か
ら、頂点作用素代数の重さ１の空間に入るリー代数構造が頂点作用素代数構造を特徴づけると
考えられてきた。１９９３年に重さ１の空間のリー代数構造の可能性が７１個のリストとして
与えられた ([Sc93])。よって、分類を完成させるには、これら７１個のリー代数構造を持つ中
心電荷２４の正則頂点作用素代数を「構成」し、リー代数構造から頂点作用素代数構造が定まる
という「一意性の証明」を行えば良い。軌道体構成法を用いて、７１個のリー代数構造を持つ７
１個の正則頂点作用素代数が２０１６年までに具体的に「構成」された。したがって、「一意的
の証明」ができれば、分類が完成する。 
本研究開始当初では、３０個の場合に一意性が証明されていた。したがって、残りの４１個の

正則頂点作用素代数の一意性の証明が求められていた。 
 また、中心電荷２４の正則頂点作用素代数の構成及び一意性の証明は個々に証明されていた
ため、何が本質的かわかりにくい状況であった。そこで、すべての中心電荷２４の正則頂点作用
素代数の構成および一意性の証明を統一的な手法で行うことが求められていた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、中心電荷２４の正則頂点作用素代数構造が重さ１空間のリー代数構造から

一意的に決まることを証明することである。さらに、統一的な分類の証明を与え、分類問題の理
解に繋げる。 
  
３．研究の方法 
 
 正則頂点作用素代数の一意性の証明方法を先行研究で提案している。具体的には、正則頂点作
用素代数が軌道体構成法で構成されており、その逆向きの軌道体構成法に付随する自己同型が
内部自己同型の場合に、元の正則頂点作用素代数の自己同型の共役類の一意性に帰着させて、正
則頂点作用素代数の一意性の証明を行う。この手法を逆軌道体構成法による一意性の証明方法
と呼ぶことになる。この手法を多くの場合に適用することで、研究の目的の解決を目指す。 
まずは、格子頂点作用素代数に軌道体構成法を適用して得られる中心電荷２４の正則頂点作

用素代数の一意性の証明を行う。この場合は格子頂点作用素代数の自己同型群がよく研究され
ており、自己同型の共役類の一意性の証明が比較的易しい。そのために、まずは格子頂点作用素
代数に軌道体構成法を適用して構成される正則頂点作用素代数がどのくらいあるかを調べる。
その後、元に戻る自己同型が実際に内部自己同型になること、自己同型の共役類の一意性など、
逆軌道体構成法による一意性の証明法が適用できることを確認する。 
次に、格子頂点作用素代数から軌道体構成法で構成することが難しそうな正則頂点作用素代

数の一意性の証明に取り組む。特に、格子頂点作用素代数以外の正則頂点作用素代数と位数２の
自己同型に軌道体構成法を適用して得られる正則頂点作用素代数の一意性の証明に取り組む。
格子頂点作用素代数以外の正則頂点作用素代数の自己同型群を決定することは一般には難しい。
しかしながら、共役類の一意性を証明するためには、重さ１の空間に自明に作用する部分群を決
定すれば十分な事に気がついた。そこで、正則頂点作用素代数のアフィン部分頂点作用素代数の
加群構造を調べ、分岐則を用いてこのような自己同型の可能性を絞りつつ、この部分群を決定す
る。そして、リー代数の自己同型群の共役類を調べることで問題の解決を図る。 
 

４．研究成果 
 
本研究によって１１個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数に対して、逆軌道体構成法を用

いて一意性を証明することに成功した。他の研究者の研究成果と合わせることで、残り４１個の
うち４０個の一意性が証明され、本研究目的である中心電荷２４の正則頂点作用素代数の一意
性の証明が概ね完成した。最後の１個は重さ１の空間が自明となるムーンシャイン頂点作用素
代数であり、この一意性は３０年以上も未解決な予想である([FLM88])。この場合は、内部自己
同型を持たないため、逆軌道体構成法による一意性の証明方法を適用することが難しく、本質的
に別の証明方法が必要となると思われる。 
 また、本研究の研究成果からいくつかの中心電荷２４の正則頂点作用素代数がリーチ格子頂
点作用素代数から１回の軌道体構成法で得られることが分かった。この成果をきっかけとして、
中心電荷２４の正則頂点作用素代数の統一的な分類の証明の機運が高まった。具体的には、リー
チ格子頂点作用素代数から１回の軌道体構成法ですべての中心電荷２４の正則頂点作用素代数
が構成され、その逆軌道体構成法を考えることで一意性の証明が得られそうなことを裏付ける



結果となった。実際に、他の研究者によってこの方法による統一的な構成が行われ、統一的な一
意性の証明は本研究の一部として行った。これら成果により、分類問題の証明の見通しが良くな
り、中心電荷２４の正則頂点作用素代数の理解がより深まった。 
 具体的な研究成果は以下の通りである。 
 
(1) ５個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数がリーチ格子頂点作用素代数から 1 回の軌道体

構成法で構成されることを証明した。さらに、逆軌道体構成法を用いることで、これら正則
頂点作用素代数の一意性を証明した。この研究手法を発展させて、リーチ格子頂点作用素代
数を用いて、すべての中心電荷２４の正則頂点作用素代数の構成及び一意性を証明しようと
いう機運が高まった。 
 

(2) 格子頂点作用素代数と非同型な３個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数に対して、リー代
数上に自明に作用する自己同型群を決定した。さらに、軌道体構成法に用いる自己同型の共
役類の一意性を証明した。この応用として、６個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数の一
意性を証明した。この時点で、重さ１の空間が非自明である７０個の中心電荷２４の正則頂
点作用素代数の一意性の証明が完成し、分類問題の証明が概ね完成した。 

 

(3) 格子頂点作用素代数と-1 自己同型の持ち上げに軌道体構成法を適用して得られる１４個の
中心電荷２４の正則頂点作用素代数の自己同型群を決定した。特に、リー代数へ自明に作用
する正規部分群とリー代数の単純イデアル上への置換の作用を完全に決定した。これは中心
電荷２４の正則頂点作用素代数の自己同型群の決定という次の問題に対する最初の一歩と
なる成果である。 

 

(4) リー代数が自明でない７０個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数に対して、ある種の内部
自己同型に軌道体構成法を適用してリーチ格子頂点作用素が得られることを証明した。さら
に、逆軌道体構成法を用いて、７０個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数の一意性を統一
的な方法で証明した。 
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