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研究成果の概要（和文）：主な研究成果は，可換アソシエーション・スキームの非可換アソシエーション・スキ
ームよりも自然な一般化として，ファイバー可換コヒアラント配置を挙げることができることを，説得力のある
理論の構成により示したことである。ファイバー可換コヒアラント配置が可換アソシエーション・スキームの自
然な一般化である理由は，固有行列やクライン数を自然に定義できることによる。クライン数に関する有名なク
ライン条件は，クライン数のなす行列の半正定値性として一般化された。ファイバー可換コヒアラント配置は，
一般化された四角形など，深く研究されている結合構造に自然に現れる。

研究成果の概要（英文）：Our main contribution is to demonstrate that fiber-commutative coherent 
configuration is a more natural generalization of commutative association schemes, than 
noncommutative association schemes. The reason why we believe fiber-commutative coherent 
configurations are more natural is that we can define canonically an analogue of eigenmatrix and 
Krein parameters. The well-known Krein condition can be generalized to positive semidefiniteness of 
matrices of Krein parameters for fiber-commutative coherent configurations. Fiber-commutative 
coherent configurations naturally appear as well-studied incidence structures, such as generalized 
quadrangles.

研究分野： 数学

キーワード： 有限置換群　アソシエーション・スキーム　指標表　固有値　グラフ　アダマール行列

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
可換アソシエーション・スキームにおいて線形計画限界が様々な組合せ論の問題に応用できることはよく知られ
ているが，その基礎になっているのは有限群の指標表の類似である固有行列と呼ばれる正方行列である。この固
有行列，およびそれに付随して得られるクライン数をファイバー可換なコヒアラント配置に対して一般化するこ
とに成功し，クライン数を一般化したクライン行列と呼ばれるものを定義した。クライン数が非負の実数である
ことの類似として，クライン行列が半正定値であることを証明し，重複度を用いたアソシエーション・スキーム
の点の数の上界がファイバーが可換であるコヒアラント配置に対しても一般化できることを示した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様　式　 C – １９、F – １９ – １、Z – １９（共通）

1. 研究開始当初の背景

符号理論・デザイン理論に代数的方法を適用することは、Delsarte [2] によって 1973 年にアソシ

エーション・スキームという枠組みの中で定式化され、それまで知られていた多くの結果、 特に限界

式が統一的な方法で導かれることが示された。一方、アソシエーション・スキームの理論は、有限群

の指標の理論の組合せ論的一般化であるという立場で Bannai & Ito [1] は理論を構成し、さまざまな

問題を提起した。そのうち、最も重要とされている distance-regular graph や P- and Q-多項式アソ

シエーション・スキームの分類は、近年 Ito, Terwilliger らによって量子群の表現論を用いて大きく発

展を遂げている。

2. 研究の目的

クラインパラメータや固有行列の理論をを非可換アソシエーション・スキームに一般化し、半正定値

計画法の代数的基礎付けを与えることを将来の目的に置いた。さまざまなアソシエーション・スキー

ムの具体例に関して、固有空間を具体的に知る必要があるが、固有空間の特徴づけは組合せ論的に応

用があるため、個別の例については専門家から知識を収集する。非原始的な場合と原始的な場合に分

けて、固有行列の理論の一般論を構築する障害を明らかにするとともに、非原始的だが可換に近いよ

うな実例について、固有行列の例を計算して示す。

3. 研究の方法

有限群の通常表現の理論はよくわかっており、これ以上一般論を研究する余地はないが、置換表現

にのみ登場するアソシエーション・スキームの固有値は、ユニタリ表現論における帯球関数と呼ばれ

ているものの有限版であり、表現の既約分解のみからは得られない情報が含まれている。それゆえ、

置換表現にのみ有効な研究手法が必要であり、群の構造論の研究者と表現論の研究者の両方から協力

を得る必要がある。しかしながら、群論の研究者はいくらアソシエーション・スキームの理論が置換

群の表現論とほぼ同じと説明しても、なかなか群を使わない技術には興味を示さない。そこで、群か

ら来る実例の研究を初めとして群論の研究者の興味を誘い、彼らから得た技術のうち群なしでも適用

できるものを抽出して一般のアソシエーション・スキームの理論を発展させることを考えた。これを

推し進めるために、有限群論とアソシエーション・スキームの理論の両方に精通した研究者を集めて、

研究分担者と協力して研究資源を有機的に結び付けて研究を進めた。上記のような体制で研究を進め、

得られた研究成果は国内だけでなく海外での研究集会でも発表した。特に近年ロシアにおいて継続的

に開催されている群論と組合せ論の研究集会は、アソシエーション・スキームも重要な研究テーマと

位置づけており、ロシアには、アソシエーション・スキームの専門家も多い。研究成果の発表と共同

研究のため、ロシア・ノボシビルスク国立大学で開催された専門家向けサマースクールに参加した。

4. 研究成果

可換アソシエーション・スキームの指標表に関する色々な問題について多角的に研究した。具体的に

は、アソシエーション・スキームのクラインパラメータと有限群の既約表現のテンソル分解係数の間

の関係の明確化と、アソシエーション・スキームの固有値が有限群の指標値と同様に円分体に属する

かという問題について、特殊な例について考察し一部肯定的・否定的な研究成果を得た。アソシエー

ション・スキームが非可換の場合についても、指標表の類似が自然に定義されることがあり、よく知

られた例の中にそのようなものが多く存在していることもわかってきた。そこでこれらの指標表につ

いて具体的に計算し決定した。また、有限群の作用を仮定しないアソシエーション・スキームであっ

ても、強い組合せ論的性質を仮定するとそこに自己同型の存在が導かれることがある。弱距離正則有
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向グラフで次数が小さい場合に注目し、そのような事実からグラフの被覆を構成する方法を導出した。

また、研究分担者の生田氏と協力して、非対称的なアソシエーション・スキーム上に複素アダマール

行列を構成する方法を研究し、具体例を考察することから一般的な構成法を予想した。それによって、

標数４のガロア環から実例が構成できることを発見した。この例は研究代表者が２５年以上前に研究

した非可換アソシエーション・スキームの指標表とも関連することがわかり、当時の研究が役立った。

また、この研究成果については学会で発表するとともに共著論文を出版した。

また、アソシエーション・スキームが非可換の場合についても、指標表の類似が自然に定義される

ことがあり、よく知られた例の中にそのようなものが多く存在していることもわかってきた。そこで

これらの指標表について具体的に計算し決定した。また、このような設定の類似として、ファイバー

が可換であるコヒアラント配置について、より明解な理論を構成できることに気づいた。これにより、

ファイバーが可換であるコヒアラント配置についても指標表やクライン数の一般化が定義できること

がわかり、クライン条件が不等式としてでなく、ある行列の半正定値性として定式化できることがわ

かった。さらに、重複度を用いたアソシエーション・スキームの点の数の上界がファイバーが可換で

あるコヒアラント配置に対しても類似を定式化することができた。今後はこれらの成果の具体的な応

用例を探すこと、またデルサルトによる線型計画法の一般化として知られる半正定値計画法との関連

を調査することにしている。また、研究分担者の生田氏と協力して、非対称的なアソシエーション・

スキーム上に複素アダマール行列を構成する方法を研究し、エルミート行列ではない非対称複素アダ

マール行列が非対称的なアソシエーション・スキーム上に構成できることを発見した。

アソシエーション・スキームの指標表に関する研究成果をスロベニアで開催された国際学会におい

て発表した。そこでは可換なアソシエーション・スキームに関するクライン条件をファイバー可換な

場合に一般化できたことを、行列に関する半正定値という自然な結論で述べた。この発表に対し、専

門家から建設的なコメントを複数もらい、今後の応用研究の方向について示唆を受けた。また、アソ

シエーション・スキームの特別な場合である強正則グラフについて、同じ指標表をもつが非同型な例

を構成する方法について研究を行った。これまで知られているスイッチングと呼ばれる構成法を一般

化することで、有限幾何と関連する強正則グラフに新しい種類のスイッチングを適用できることを示

した。さらに、グラフの固有値の振る舞いについてホフマンの定理の一般的な定式化を実行し、エル

ミート行列も含む形にしたところ、有向グラフのエルミート隣接行列に応用できることがわかった。

この研究成果は複数の国際学会や国内学会で発表し、論文を投稿した。

また、研究分担者の生田氏と、アソシエーション・スキームの隣接代数内に構成できるアダマール行

列の可能性について、クラスが小さい場合に分類を完成させた。研究分担者の野崎氏は、アソシエー

ション・スキームにおけるデルサルトの線形計画限界の導出法を、一般の正則グラフにおいても定式

化できることを示した。研究分担者の須田氏は、ハミングアソシエーション・スキームにおけるタイ

ト４デザインのうち、存在が未解決であった最後の系列について、クライン数から得られる数え上げ

条件を巧妙に利用して非存在を示した。
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