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研究成果の概要（和文）：整数論における重要な研究対象であるゼータ関数、L関数について、零点分布をはじ
めとした枢要な解析的性質を解明するために、それらを特定の関数空間およびその上の作用素の諸性質と関連付
ける研究を行った。また、そのような関連付けを行うための基礎として、正準系と呼ばれる常微分方程式系のス
ペクトル逆問題の解法についての研究を行った。一つの成果として、ゼータ関数、L関数の零点分布と正準系の
ハミルトニアンを関連付ける新しい理論を構築することができた。

研究成果の概要（英文）：Zeta functions and L-functions are important research subjects in number 
theory. To elucidate their important analytic properties such as the distribution of zeros, we tried
 to relate them to specific function spaces and the properties of operators on them. In preparation 
for building such relations, we studied the solution of spectral inverse problems for systems of 
ordinary differential equations called canonical systems. As a result, we establish a new theory 
that relates the distributions of zeros of zeta functions to the Hamiltonian of canonical systems.

研究分野： 整数論

キーワード： ゼータ関数　L関数　正準系　逆問題　自己相反多項式　screw関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
既に多くの例が示しているように、数学の異なる分野に属す対象たちに新たな関係性を見出すことは、未解明の
問題の解決や新しい分野の開拓に繋がるなど、大きな意義を持つことが多い。この意味で、本研究において整数
論におけるゼータ関数論と、関数解析学における正準系の理論の新しい繋がりが確立されたことは、学術的に大
変有意義であったと考えられる。また、上記の関係性を確立する過程で得られた正準系のスペクトル逆問題の解
法は、それ単独で解析学の発展に資するものと考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
ゼータ関数の解析的理論は 19 世紀の Riemann 以来、長らく整数論の大きな研究領域であり続
けてきた。しかしながら、クレイ数学研究所のミレニアム懸賞問題の一つである Riemann 予想
に代表されるように、ゼータ関数の解析的性質のなかでも零点に関わる性質は、現代でも未解明
の部分が多く残されている。この状況は Riemann ゼータ関数の一般化として導入された種々の
ゼータ関数・L 関数についても同様である。 
 
このような状況のなか、2006 年、J.C. Lagarias は Riemann ゼータ関数に対して Riemann 予
想が成り立つという仮定のもとで、整関数が成すあるヒルベルト空間と、その空間上の自然な作
用素であって、Riemann ゼータ関数の非自明零点を固有値に持つものを構成した。そして、こ
のヒルベルト空間が正準系と呼ばれる線形常微分方程式系により統制されることに着目し、そ
の正準系を特徴付けるハミルトニアンと呼ばれる量をRiemann予想を仮定せずに直接構成する
ことにより、ゼータ関数の零点を研究する方針を示唆した。しかしながら、このような空間を統
制する正準系のハミルトニアンを具体的に決定することは逆問題の一種であるため解決が困難
であり、これが Lagarias の示唆を実行する障害となっていた。 
 
研究代表者は本課題以前からゼータ関数の解析的理論に取り組んできており、関数解析的手法
を利用した研究の実績があった。特に 2012 年に部分的ではあるものの、Lagarias の示唆に沿
った研究成果を得ていた。これらの実績と経験を生かして関数解析的な手法による研究を推し
進めることにより、ゼータ関数の零点をはじめとした解析的理論に新たな知見が得られること
が期待された。 
 
 
２．研究の目的 
 
Lagarias の示唆した方針でゼータ関数を研究する際の大きな障害であった正準系の逆問題の解
法という困難を克服し、関数空間の理論をゼータ関数の零点などの解析的性質の研究に応用す
るのが本課題の目的であった。いっぽう、正準系は解析学におけるいくつかの重要な微分方程式
の一般形でもあるため、その逆問題の新しい解法は、それ自身が関数解析学において重要かつ有
用な成果であると考えられる。この理由により、正準系の逆問題の新しい解法を開発すること自
身も本研究課題の目的の一つであった。 
 
 
３．研究の方法 
 
前項で述べた目的へ直接用いるのに適当な逆問題の解法は知られていなかったものの、L. de 
Branges による逆問題の解法や、J.-F. Burnol のハンケル作用素を用いたハミルトニアンの構成
法などのように、参考にできる理論は幾つか存在していた。そういった理論への理解を深め、必
要に応じて適切な一般化を行うことにより、上述したゼータ関数に付随する整関数の成すヒル
ベルト空間を統制する正準系のハミルトニアンを構成した。また、その構成法から分かるハミル
トニアンの性質をゼータ関数の理論に応用した。 
 
このようなことを行うには、正準系とは限らない線形常微分方程式系について類似の逆問題を
考察し、それを解く手法を開発することが必要であった。そこで、従来の正準系の枠組みを若干
広げることも行った。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) ゼータ関数の研究へ正準系の理論を応用する準備段階の一つとして、実数係数の自己相反多

項式から生ずる指数多項式に対して、正準系を一般化した擬正準系を対応させることを行っ
た。そして、そのような擬正準系を特徴付けるハミルトニアンを、与えられた自己相反多項
式から構成する逆問題を考察し、その解法を一つ与えた。 

 
(2) ゼータ関数の研究へ正準系の理論を応用する準備段階の一つとして、幾つかの条件を満たす

整関数に対して適当な擬正準系を対応させ、そのような擬正準系を特徴付けるハミルトニア
ンを与えられた整関数から構成する逆問題を考察し、その解法を一つ与えた。この成果は(1)
の解法を「連続化」したものとみなされる。 



 
(3) まず、Riemann ゼータ関数や Dirichlet L 関数などの代表的ゼータ関数を含む Selberg クラ

スに属すゼータ関数であって、自己双対な関数等式を持つものが与えられたとき、 (2)で述
べた条件を満たす整関数の族が得られることを示した。これにより(2)で課した条件を満た
す整関数は十分多く存在することが示されたことにもなる。さらに、上記のようにして得ら
れた整関数に対応する擬正準系のハミルトニアンの構成法を利用して、Selberg クラスに属
すゼータ関数で、自己双対な関数等式を持つものに対し、Riemann 予想が成り立つことの
新しい同値条件を与えた。この成果によりゼータ関数の理論と正準系の理論の間に明確な関
連があることが明らかにされたと言える。 

 

(4) 正準系と関連した事柄の一つに screw 関数の理論がある。Screw 関数は古典的には螺旋の
弦の長さを与える関数であり、正定値関数の理論とも関係が深い。本研究でゼータ関数と正
準系の関連を探る中で、これまでまったく気付かれていなかったゼータ関数の理論と screw
関数の理論の関係が発見された。最初の成果として、Riemann ゼータ関数から定められる
ある実軸上の関数が screw 関数であることと、Riemann 予想が成り立つことは同値なこと
が示される。この結果を用いると、シュワルツ超関数を用いて定式化される Riemann 予想
の Weil の規準の類似を、通常の関数（それどころか連続関数）の範囲で定式化することが
できる。この他にも、Riemann 予想の Li の規準の定式化に用いられる Li 係数と呼ばれる
数列について、ヒルベルト空間のノルムという新しい解釈を与えることが可能になる。本研
究で発見されたゼータ関数と screw 関数の繋がりは、今後より多くの新しい発見へ繋がるも
のと期待される。 
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