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研究成果の概要（和文）：特定の操作の反復で定まる数（漸化式で定まる数列など）には、様々な興味深い性質
がみられることが多い。この研究課題では、特定の多項式にそれ自身を次々に代入して得られる多項式の根な
ど、有理写像の反復合成から定まる数たちの性質を研究した。それらの数たちのなす代数体において、一意的な
素因数分解の起こりにくさを表す「類数」が主な研究対象である。岩澤理論として研究を展開し、類数の2進的
な増加が緩やかな具体例を豊富に発見した。

研究成果の概要（英文）：In mathematics, we often find various interesting properties of numbers 
which are obtained by iteration of a specific routine. In this research project, we study the 
properties of algebraic numbers which are zeros of iteration of some basic polynomial functions and 
rational functions, from a viewpoint of Iwasawa theory. A main object is the class number of a 
number field generated by such algebraic numbers. As a result, we obtain a number of explicit 
examples where the 2-adic growth of class numbers is not too fast. 

研究分野： 代数的整数論

キーワード： 岩澤理論　ガロア理論　反復拡大

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有理写像の反復合成から定まる数の研究は、近年の数論的力学系の進展の中でも注目されている。一方、研究成
果として得られた具体例は、比較的扱いやすい代数体の系列（p進Lie拡大）を形成しており、そこでは非可換岩
澤理論の発展が期待できる。副産物として、代数体の副pガロア理論の発展にも貢献した。数論的力学系と岩澤
理論の両者を結びつける研究として意義があり、国際的にも、この方面への学術的興味の共有と促進に繋がるこ
とを期待している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
高次の代数体を制限分岐ガロア拡大として構成し、その数論的不変量を調べることは、代数的
整数論の主要テーマの一つである。岩澤理論では Zp拡大や他の p進 Lie 拡大において、イデア
ル類群の p-シロー部分群が不分岐アーベル副 pガロア群（不分岐岩澤加群）として研究されて
いる。その中で「総実な円分 Zp拡大上の不分岐岩澤加群は有限（即ち、類数の p進的増大は有
界）」と主張する Greenberg 予想は、現在でも重要な未解決問題の一つとして残っている。楕円
曲線の等分点から構成される制限分岐 Zp拡大においても同様の現象が観測されているが、その
現象の解明に向けて、新しい視点からの研究が期待されていた。 
 
２．研究の目的 
 
そこでこの研究課題では、そのようなZp拡大が反復ガロア拡大であることに着目し、「Greenberg
予想型の現象は、反復構成される制限分岐ガロア拡大の性質に由来するものではないか？」と
いう仮説を設け、その検証を軸として、より一般の制限分岐反復ガロア拡大での不分岐岩澤加
群の調査を主目的とした。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 有理写像による反復拡大の構成 
 
代数体 k と有理写像 fおよび点 bに対して、反復ガロア拡大 K = k(f-n(b)|n=1,2,3,...)とその
部分拡大列 kn = k(bn)が定まる。この数列{bn}は f(bn+1)=bn, b0=b をみたす。この反復拡大で
Greenberg 予想型の現象を期待するには、それらが制限分岐拡大（分岐素点が有限個）である
必要があるため、有理写像が post-critically finite（どの臨界点 cでも{fn(c)|n=1,2,3,...}
が有限集合）であるという仮定を設けたい。そこで基礎体 kを有理数体または虚 2次体として、
その条件に合う p次有理写像 fを探索する。 
 
(2) Fukuda の定理の有限次版 
 
構成した反復拡大において、相対拡大 kn+2/knが p2次巡回拡大ならば、そのイデアル類群の p進
的増大が調べやすいと考えられる。それを(1)の探索条件に含め、さらに、Zp拡大におけるイデ
アル類群の p進安定条件を与えた「Fukuda の定理」を、一般の p2次巡回拡大に適用できる形に
一般化することを試みる。 
 
(3) 計算機による数値実験 
 
条件に合う有理写像 fが見つかっても、それが複雑な形をしている場合がある。その fの PGL2

共役は同じ反復拡大を定めるため、計算機を援用して、共役が簡素な形になるような PGL2の元
を探索する。さらに、小さな n に対して knの類数を計算し、Greenberg 予想型の現象が起こり
そうな状況を分類する。計算ソフトウェアには、主に PARI/GP を用いた。 
 
(4) 副 p ガロア理論の応用 
 
反復拡大が制限分岐副 p拡大であるとき、それはある素点の有限集合 Sに対して、最大 S外不
分岐副 p 拡大 kS/k の部分拡大である。そのガロア群 Gal(kS/k)およびその部分商の構造から、
反復拡大の岩澤加群を調べられる可能性がある。そのような分岐条件付き副 p拡大の理論は、
非アーベル岩澤理論や数論的トポロジーにおいても発展してきているため、その研究成果を応
用する。 
 
４．研究成果 
 
(1) Joukowski 写像から来る 2進 Lie 反復拡大（５〔論文〕3件目〔発表〕4,5,6,11,12 件目） 
 
有理写像 f(x)=(x-x-1)/2 および基本的な条件をみたす点 bから 2次元 2進 Lie 反復拡大 K/k を
構成し、kn+2/knが 4 次巡回拡大になることが確認できた。さらに k が総実ならば、その中間 Z2

拡大の Greenberg 予想の下で、K 上の不分岐岩澤加群が pseudo-null であることを示した。k
が有理数体であるときに、無条件に pseudo-null であるような bの具体例も発見した。このよ
うな結果が成り立つ背景には、「この f が 2乗写像の PGL2共役であり、2 次の Rikuna 多項式を



与える写像である」という事実があることが、研究分担者らの協力によって判明した。 
 
(2) ガウス数体上の反復拡大（５〔論文〕5件目〔発表〕4,7 件目） 
 
ガウス数体上の良い有理写像を探索したところ、PGL2 変換などにより、Joukowski 写像の虚数
倍に辿り着き、楕円曲線の 2次自己準同型から得られることがわかった。基本的な条件をみた
す b に対して基礎体 k を拡大すれば、そこから構成される反復拡大では kn+3/knが 2 外不分岐
[2,4]型アーベル拡大になることを示した。低次の中間体における具体的な数値計算から、
Greenberg 予想に近い現象と遠い現象の両方を観測することができた。 
 
(3) 2 次 Chebychev 多項式による反復拡大（５〔論文〕1,7 件目〔発表〕2,8,9,13,14 件目） 
 
円分 Z2拡大は 2次 Chebychev 多項式 f(x)=x2-2 と b=0 による反復拡大である。研究協力者は、
この bを基本的な条件をみたす別の点に取り換えても、kn+2/knは 4次巡回拡大であり、K/k は 2
外不分岐 2 次元 2 進 Lie 反復拡大になること示した。さらに、k がある種の虚 2 次体であると
き、非アーベル岩澤理論の結果も援用することで、K 上の不分岐岩澤加群が pseudo-null であ
ることを示した。 
 
(4) 判別式-7の虚 2次体上の反復拡大（５〔発表〕15,16 件目） 
 
判別式-7 の虚 2次体の 1点分岐 Z2拡大も、ある fと bによる反復拡大であることが、虚数乗法
論からわかる。この f の簡素な PGL2共役を発見し、基本的な条件をみたす別の b に対しても、
kを拡大すれば kn+2/knが 4次巡回拡大になることを示した。さらに数値実験により、Greenberg
予想型の現象がみられる明示的な具体例を発見した。 

 
(5) Fukuda の定理の有限次版の一般化（５〔論文〕1件目） 
 
岩澤の定理の p2次巡回拡大における類似（類数の p非加除性の遺伝）を示し、それを以上の研
究成果を得るために用いた。その一般化である Fukuda の定理の有限次版が、Li, Ouyang, Xu, 
Zhang によって同時期に得られていたが、別証明を与えると同時に、T-イデアル ray 類群に対
する主張に一般化することができた。 
 
(6) 中間 Zp拡大上制限分岐副 p拡大（５〔論文〕2,4,6 件目〔発表〕1,3,10 件目） 
 
以上のように得られる反復拡大において、p 上の分岐をどこまで制限できるかを調べたい。そ
のために、p 上の分岐を中間 Zp拡大上で制限した副 p 拡大を研究した。特に、そのガロア群の
Koch 型群表示を得ることができ、その系として、そのガロア群が p進 Lie 群にならない（特に、
反復拡大になりにくい）条件を得た。Koch 型群表示の副産物として、幾つかの Greenberg 予想
に関する結果（自明な不分岐岩澤加群をもつ p 次巡回体 k を決定した Yamamoto の定理、
Fukuda-Komatsu, Hachimori の定理の一部）の別証明も得られた。 
 
(7) 展望 
 
以上の研究成果では、p=2 の場合に限っているとしても、明示的な具体例が豊富に得られてい
る。より高度な岩澤理論の展開（反復拡大における円単数の類似や、岩澤主予想との関連）に
は及ばなかったが、反復ガロア拡大は「樹木ガロア表現」の像としても研究されており、数論
的力学系と岩澤理論とが結びついて発展してゆく可能性が感じられる。 
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