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研究成果の概要（和文）：岩澤加群についての各種予想（一般Greenberg予想，総実体のGreenberg予想，
Kummer-Vandiver予想）に関連して，計算機によって円分体のK群の特殊元を計算し，それぞれの予想の成立また
は不成立の理由について調査した．特に一般Greenberg予想については，p単数群のペアリングを計算することに
より，4を法として3と合同な65536以下の素数pについて3つの例外的な素数を除いて4p円分体の予想が確認でき
た．ペアリングの非自明な零の個数は予測した分布にほぼ近似することが確認され，これは一般Greenberg予想
の成立を支持する理由のひとつとなりうる．

研究成果の概要（英文）：Concernig some conjecture (generalized Greenberg's conjecture, Greenberg's 
conjecture for totally real fields, the Kummer-Vandiver conjecture), we computed special elements of
 K-groups of cyclotomic fields, and investigated reasons of validity or invalidity of these 
conjectures. Particularly, concernig Greenberg's generalized conjecture, we computed parings of 
p-units, and check the conjecture for 4p-cyclotomic fields and all p<65536 such that p is congruent 
to 3 modulo 4 except for 3 primes. The distributions of the number of nontrivial zeros are close to 
the predicted distributions, which can be one of reasons of the validity of Greenberg's generalized 
conjecture. 

研究分野： 整数論

キーワード： Greenberg予想　Kummer-Vandiver予想　一般Greenberg予想　K-群　イデアル類群　単数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
円分体のイデアル類群や単数群は古典的には不定方程式の解法において有効であり，その重要性は200年ほど前
から数論研究者に認識されている．最近では耐量子計算機暗号の候補として円分イデアル格子暗号や同種写像に
よる楕円曲線暗号などが候補に挙がっているが，その理由としては定義の簡明さと構造の複雑さという点と多数
の研究者が調査対象としている点が挙げられる．本研究は，その重要な対象の基本的な現象に関する予想が成立
するか否かについて調査している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通）

１．研究開始当初の背景
　本研究の背景にある未解決予想のGreenberg予想，Vandiver予想，一般Greenberg予想について
説明する。K を有限次代数体，pを素数として，K∞ を K の Zp 拡大とし，Kn ⊂ K∞ を K 上の
pn次拡大とする。AnをKnのイデアル類群の p部分，pen を Anの位数とすると，1950年代に岩澤
健吉氏は「nが十分大きいとき，en = λn+ µpn + ν と表される」という代数的類数公式を示した。
L(M)を代数体M に対するM 上の最大不分岐アーベル p拡大とし，X(M) = Gal(L(M)/M)とす
る。X(K∞)は完備群環 Λ = Zp[[Gal(K∞/K)]] が連続に作用する岩澤加群となるが，λはこの加群
の Zp ランクであり，µはこの加群の無限位数の Zp ねじれ加群の大きさを表している。
K が円分体であるとき，円分 Zp拡大の µ不変量は 0であることが示されている。また，円分 Zp

拡大の λ不変量は，実円分体からの寄与のプラス部分と残りのマイナス部分に分けて考察され，マ
イナス部分については p進 L関数の零点から計算できて様々な値をとることが知られている。その
一方で，プラス部分については 0以外の値は知られておらず，Greenberg予想「総実代数体の λ不
変量と µ不変量は 0であろう」と予想されている。この予想は岩澤氏が理論の創始期にこの問題を
提起してから 60年近く経過しており，個々の代数体に対するいくつかの判定法が知られているもの
の，円分体に限っても未解決である。
さらに p円分体に限ると，Greenberg予想よりも強い Vandiver予想「p円分体の実部分体の 3つ
の岩澤不変量は全て 0であろう」という予想があるが，1億 6,000万以下の素数について計算機によ
り成立が確認されていたものの，証明の糸口は不明である。
Greenberg予想の一般化である一般Greenberg予想は，「代数体Kに対して最大 Γ = Zd

p拡大 K̃を
考えたとき，岩澤加群X(K̃) = Gal(L(K̃)/K̃)は Zp[[Γ]]加群として擬有限であろう」という予想で
ある。d = 1が従来の総実代数体のGreenberg予想である。多変数版である d ≥ 2についても虚二次
体や p円分体などに対し複数の判定条件により計算機を用いて個々の代数体について成立が確認さ
れているが，一般的解決には遠い状況にある。

２．研究の目的
　本研究の目的は，代数体上のガロア表現から構成される多変数岩澤加群の構造をK 群の特殊元を
効果的に利用することによって具体的に調査し，総実代数体に対する Greenberg予想の一般化であ
る代数体の一般 Greenberg予想という岩澤加群の擬有限性に関する未解決予想の成立理由を明らか
にし，その精密な予想を定式化して解決への道筋を探ることである。

３．研究の方法
　本研究の特色は，特殊元を系統的に利用することによってイデアル類群および Selmer群の性質を
効率良く明らかにすることにある。その際に，古典的理論において重要であった岩澤加群の分類やガ
ロア群の作用による分解を有効に利用していることを強調したい。なお，円単数とガウス和と二種
類の補助素数による実円分体のイデアル類群の計算から，Voevodskyによって証明された Quillen-

Lichitenbaum予想から二次体の整数環に対する高次K群の各素数部分が求められる。一般Greenberg

予想に関わる現象を特徴的なケースで調べる際には，これらは貴重なデータになると期待される。ま
た，正規整数基底の存在問題および Zl拡大における λp不変量の決定問題において，円単数，p進 L

関数，Gauss和，一般 Bernoulli数などの特殊元が総合的に有効に利用されており，この種の類似の
現象を一般化された岩澤理論の対象に対して考察することは，興味深い研究になると期待される。

４．研究成果
　 Kummer-Vandiver予想，総実代数体の Greenberg予想に関連して，二次体に 1の原始 p乗根を
添加した体の円分 Zp拡大に対する岩澤加群の構造について，二次体の判別式の絶対値が 200未満に
対して 100万までの素数の範囲について 2回の調査，絶対値が 10未満に対しては 2000万までの素



数の範囲での 1回の調査を完了した。本研究成果は，[1]で公表しており，Kummer-Vandiver予想に
関連する一般化された例外素数の個数（図 1参照）の漸近的な関数を求める問題およびその関数の
候補を提出している。特に，p円分体に対して例外素数が見つけにくい理由（図 2参照）について，
2つの部分的な理由を挙げている。なお，この調査は継続しており，実二次体に対しては前者は 140

万まで，後者は 3000万までの素数に対し調査が進行している。

図 1:例外素数の個数 (p < 106) 図 2：例外素数の個数の期待値 (p < 2× 107)

岩澤加群の構造に深く関係する有限次代数体のイデアル類群の構造について，8p円分体に含まれ
る有理数体上 2べき次の虚アーベル体に対する計算機による調査を行った。Redei-Reichardの二次
体のイデアル類群の 2部分の構造に関する定理がアーベル体に拡張されており，大半の場合にはアー
ベル体の二つの基本的な量からイデアル類群の 2部分の構造が決定されることが市村文男氏により示
されていた。一方，残りの場合にも前半の調査から具体的な構造が決定されることが期待されたが，
市村氏との共同研究によりこの場合にはさらに類数の 2部分という数論的な量からイデアル類群の
2部分の構造が決定されることが理論的に示された。後半の調査では，5000万以下の素数 pに対し
て有理数体上 4次以上となる虚アーベル体の類数の 2部分を求め，イデアル類群の 2部分の構造ご
との分布表を作成した。特にこの範囲では，16ランクが正となる素数は唯一であることが分かった。
この結果は，[2]において公表している。
また，上記の調査に引き続き lを素数として 8pl円分体に含まれる有理数体上 2べき次の虚アーベ
ル体に対する計算機による調査を行った。大半の場合にはアーベル体の二つの基本的な量からイデア
ル類群の 2部分の構造が決定されるが，lと pによって変化する構造と pによって変化する構造が数
値計算から予測されたが，理論的にこの現象について説明することができた。さらにこの現象に関連
して，10億以下の素数 pに対し条件を満たす 8p円分体に含まれた 32次の虚アーベル体の類数の 2

部分を求め，4ランクが 16となる素数は 6個，8ランクが正となる素数は 4個あることが分かった。
これらの結果は，[3]において公表している。
さらに，上記の調査に関連して，p円分体に含まれる二次体上の素数 lべき次の虚アーベル体のイ
デアル類群の l部分についての計算機による調査を 100万以下の素数 pに対して行い，3以上 101以
下の素数 lに関する実例を表にまとめた。ここでは，l = 3の場合に市村文男氏によって定義された
岩澤不変量に類似した不変量についても与えており，µ不変量に対応する量は 0，λ不変量に対応す
る量については 1～6の範囲，ν 不変量に対応する量には−2～5の範囲であり，特に負となる ν 不変
量の実例が興味深いと考えられる。これらの結果は，[4]において公表している。
4p円分体の一般Greenberg予想について，プログラムを改良した上で p単数群のペアリングを計
算することにより，4を法として 3と合同となる 65536以下の素数について 3つの例外的な素数を除
いて確認することができた。特に p単数群のペアリングにおける非自明な零の個数は均等性を基に
する予測された分布にほぼ近似していることを引き続き確認しており，これは一般 Greenberg予想
の成立を支持する理由のひとつとなる。
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