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研究成果の概要（和文）：１．スターク単数、CM周期、多重ガンマ関数とそれらのｐ進類似物の関係の解明、
２．古典的結果の再解釈、３．得られた知見の別問題への応用、の三つを得た。１は不変量間の関係を表す予想
を定式化し、諸予想との関係を明らかにした。２は１の予想の特別な場合としてコールマンの公式を再解釈する
ことで、代数曲線上のフロベニウス作用の自然な連続性より、同公式が復元できることを示した。３は代数体に
関して得た知見を利用し、整数環と単数群の構造を調べることで、冪整基底問題、類数問題への応用を得た。

研究成果の概要（英文）：We obtained: 1. a relation between Stark units, CM-periods, multiple gamma 
functions and their p-adic analogues; 2. a reinterpretation of a classical result; 3. some 
applications to the related problems. For 1, we formulated a conjecture on these invariants and 
clarified its relation to some other conjectures. For 2, by considering Coleman’s formula as a 
special case of our conjecture, we showed that this formula can be recovered form a canonical 
continuity of the absolute Frobenius action on algebraic curves. For 3, we studied structures of 
rings of integers and unit groups of some number fields, provided applications to the power integral
 basis problem and the class number problem.

研究分野：整数論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数曲線の族を調べる事でスターク予想と吉田予想へ同時にアプローチすることを目標としていた。多重ガンマ
関数、CM周期とｐ進類似物を用いてｐ進周期環値関数を構成し、その性質に関する予想式から諸予想が従うこと
を示した。またコールマンによる古典的な結果の再証明にも応用できた。これらは本アプローチの有効性を示し
ている。また代数曲線や代数体の知見から関連諸問題への応用へと繋がった。これらは学術的意義と言える。
数学研究は諸科学の基礎固めの側面もある。本研究により代数体や代数曲線に関する知見が深められ、これらの
応用として素数判定法や暗号理論など実用的なものが知られている。本研究も科学の礎となることを期待する。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
代数体の元を多重ガンマ関数で表記する「スターク予想」（正確には rank one abelian かつ実
素点の場合に限る、以下同様）と、幾何や保型形式の不変量の超越数部分として定義される CM
周期を同じく多重ガンマ関数で表す「吉田予想」が個別に提唱されており、別の研究として別々
の研究者によって研究されていた。ただし、吉田敬之氏は自身の著書において、スターク予想と
吉田予想の類似性を指摘していた。一方で、スターク予想のｐ進版の「グロス－スターク予想」
はダスグプタらにより盛んに研究され、近く完全解決されることになる。同研究においては、岩
澤理論や肥田理論などの定式化によく見られるように、諸概念の「族としての性質」が重要な働
きをしていた。これは本研究に対しても重要な示唆となった。吉田予想のｐ進類似物も、吉田氏
と私の共同研究により定式化されており、部分的な結果も得ていたが、完全解決からはまだ程遠
い状況であった。 
 
 
２．研究の目的 
 
スターク予想や吉田予想、そしてこれらのｐ進類似問題に対し「新たな手法」での解決を目指す
ことが目標であった。この「新たな手法」とは、多重ガンマ関数、ＣＭ周期と、これらのｐ進類
似物を同時に用いる手法である。研究開始以前にも、これらの一つ一つを調べる研究や、二つ間
の関係性などは良く調べられてきていた。本研究ではこれらをまとめて一つの関数、または一つ
の不変量として扱い、その性質を調べることで、各問題への貢献を目指している。また、研究機
関中に、いわば中間産物として得られるであろう、ある種の代数曲線の族に付随して定義される、
ｐ進的諸概念の性質の応用も視野に入れていた。 
 
 
３．研究の方法 
研究内容に沿って、幾つかに分けて書く。 
 
(1) スターク予想や吉田予想は、それぞれ多重ガンマ関数を用いて記述されている。そのため同
問題の研究のためには、多重ガンマ関数の性質の再整備が必要であった。特に特殊値の代数性は
重要であった。具体的な研究手法としても、吉田氏の先行研究から、総正単数群の作用に関する
基本領域である「新谷領域」の性質の利用が有効であることが分かっていた。 
 
(2) 研究目的にある「新たな手法」の実現のためには、多重ガンマ関数の特殊値とｐ進多重ガン
マ関数の特殊値を同時的に扱うテクニックが必要であった。これらは複素数（実数）とｐ進数と
いう、別々の世界（正確には体）に値を取り、また、それぞれが新谷領域の選び方に依存する値
であることから、何らかの工夫が必要であった。(1)の研究手法を応用し、再び新谷領域の性質
を上手く使うことで、多重ガンマ関数とｐ進多重ガンマ関数の「比」の概念を導入するというア
イデアを得て、実現した。 
 
(3) (1), (2)の結果を用いて、多重ガンマ関数、ＣＭ周期と、それらのｐ進類似物を同時的に扱
うことで、ｐ進周期環に値を取る不変量を構成できた。ｐ進周期環はｐ進ホッジ理論でよく用い
られる概念であし、絶対フロベニウス作用が定義される。我々の定義した不変量への絶対フロベ
ニウス作用の様子を調べることが第一の目的であった。この作用を表す予想式を定式化するに
あたり、フェルマー曲線上の絶対フロベニウス作用をｐ進ガンマ関数で表した、コールマンによ
る明示公式が大変参考になった。 
 
(4) 本研究中、関連分野の専門家との研究討論などにより、代数体や代数曲線に関する知識や重
要問題に多く触れることができた。また、本問題は類体構成へと繋がり、代数体の明示的な構造
の解明へとつながる。これらの知見の応用先として、いくつかの具体的な関連問題にも挑戦し、
結果を出すことができた。 
 
 
４．研究成果 
幾つかに分けて書く。一部はプレプリント状態であり、今後早い時期に論文出版を目指す。 
 
(1) 準備的な結果.  
⑧などにおいて多重ガンマ関数の特殊値の代数性の一部を示すことができた。また、残る代数性
はスターク予想（の一部）と同値であることが言えた。これらの結果を用いて、スターク予想と



吉田予想を統一する予想式を定式化することができた。 
⑤, ⑥などにおいて「多重ガンマ関数とｐ進多重ガンマ関数の比」という概念を定義し、その取
扱い方を調べた。とくに、「スターク単数とグロス－スターク単数の公約元」ともいえる不変量
を構成することに成功し、両予想を統一的に扱うためのテクニックを開発した。 
 
(2) 主結果. 
④, ⑦, ⑨などにおいて「多重ガンマ関数、ＣＭ周期、ｐ進多重ガンマ関数、ｐ進周期の積商」
の形で、新しい不変量を定義した。この不変量はｐ進ホッジ理論に用いられるｐ進周期環に値を
もち、特に絶対フロベニウスによる作用が考えられる。この作用に関する予想式を定式化するこ
とができた。またこの予想式は、コールマンによる古典的な公式の一般化になっていることを示
した。また、同不変量に関する予想から、吉田予想、グロス－スターク予想、スター予想（の一
部）が導けることを示した。 
 
(3) 応用. 
主結果において得られた予想式はコールマンの公式の拡張であった。言い換えれば、ｐ進周期環
に値をもつ新しい不変量を用いて、コールマンの公式を言い換えることができる。この言い換え
を利用し、②などにおいてコールマンの公式の別証明を行った。フェルマー曲線の族への絶対フ
ロベニウス作用のｐ進連続性を仮定すると、ｐ進ガンマ関数の満たす関数等式、及び、不変量の
満たす乗法関係式から、コールマンの公式が自動的に従う、という結果となった。この結果の一
般化が進めば、本研究に対しても応用が期待できる。 
 
(4) 派生した結果. 
本研究中は類体構成など、代数体の明示的な構造に関する研究と繋がっている。また、研究期間
中に周辺分野の専門家との交流を通じて、代数的整数論における知見や問題意識を吸収するこ
とができた。その応用として、①などにおいて、ある種の代数体の族の単数群の構造を調べ、類
数問題との関連などを明らかにした。また ③などにおいて、巡回三次体の整数環の構造を調べ、
冪整基底問題に関する結果を出すことに成功した。 
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