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研究成果の概要（和文）：多変数保型形式の対称性とBorcherds型の無限積展開の関係について研究を行った。
階層構造付きの乗法対称性を持つ保型形式の族は、Borcherds型の無限積を持つことを証明することを目標にし
た。成果としては、ヤコビ保型形式の場合は、階層構造付きの対称性と無限積展開が同値になることを示した。
その結果を用いて、２次ジーゲル保型形式の場合に同様のこと、すなわち、階層構造付きの対称性と無限積展開
が同値になることを示した。また、ひとつの素数に関するHecke型の対称性を持つ平面曲線がモジュラー曲線に
なること、および完全再生可能関数は階層構造付き乗法対称性によって特徴付けられることを示した。

研究成果の概要（英文）：We investigated on relations between certain symmetries of automorphic forms
 of several variables and infinite product expansions of Borcherds type.　Our goal is to show that a
 family of automorphic forms with multiplicative symmetries of level structure has an infinite 
product expansion of Borcherds type. In this study, we showed that a family of Jacobi forms with 
multiplicative symmetries of level structure has an infinite product expansion. By using this 
result, we also showed that a family of Siegel modular forms of degree 2 with  multiplicative 
symmetries of level structure has an infinite product expansion. We also proved that a plane curve 
with a single symmetry of Hecke type is in fact a modular curve, and that completely replicable 
functions are characterized by multiplicative symmetries of level structure.

研究分野：整数論

キーワード： Borcherds積　対称性　階層構造　ヤコビ保型形式　ジーゲル保型形式　モジュラー曲線　完全再生可能
関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
多変数保型形式の整数論は近年研究が進んでいるものの、いまだ未解決の問題が多く、研究テーマとして大変興
味深い分野である。多変数保型形式の中でも、Borcherds型の無限積展開を持つものは、代数幾何学や数理物理
学とも関係して、重要な研究対象である。本研究では、Borcherds型の無限積展開を持つことと、本研究で新し
く導入された階層構造を持つHecke型の乗法対称性が同値であることを、ヤコビ保型形式と２次ジーゲル保型形
式の場合に証明した。与えられた保型形式がBorcherds型の無限積展開を持つかどうかは、判定が難しい問題だ
ったが、本研究によって、判定する新しい方法が得られた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
Borcherdsは、1995年と 1998年に発表した論文において、符号 (2, n) の２次形式に関する直
交群 O(2,n) 上の全く新しい保型形式を、無限積（Borcherds積）の形で構成した。この保型形
式を、Borcherdsリフトと呼ぶ。この理論は、無限次元 Lie代数、例外型有限単純群、数理物理
学（超弦理論）等に関連しており、代数幾何学などへの応用も見いだされている。数年前から、
研究代表者と B. Heim 氏（研究協力者、現在アーヘン工科大学）は、O(2,n) 上の保型形式が
Borcherds リフトとなるための必要十分条件を探求していた。このような Borcherds リフトの
特徴付けは、ある保型形式が無限積表示を持つかどうか判定する理論的根拠になりうる。本研究
を開始した 2017年時点で、研究代表者と B. Heim氏の共同研究において、O(2,n)上の保型形式
でレベル 1のものに関し、次を示していた。 
(1)保型形式がヤコビ保型形式からのテータリフトであることと、すべての素数に関する Hecke
型の加法対称性を持つことは同値であること。 
(2)保型形式が Borcherdsリフトになることと、すべての素数に関する Hecke型の乗法対称性を
持つことは同値であること。 
(3)(2)の応用 (n=2の場合)として、モジュラー多項式というモジュラー不変量に関連する古典的
な対象（2 変数多項式）がすべての素数に関する Hecke 型の対称性によって特徴づけられるこ
と。 
 
 
２．研究の目的 
（１）上記の結果(1),(2)をレベルが 2以上の場合に一般化すること。 
（２）上記(3)の結果の精密化を行うこと。すなわち、モジュラー多項式を単独の（１個の素数に
関する）Hecke対称性によって特徴づけること。これに関連する数論幾何的な問題として、平面
曲線がモジュラー曲線になること（すなわち、モジュラー形式で一意化されること）と Hecke
型の対称性との関係を調べること。 
（３）有限群論において重要な役割を果たす「完全再生可能関数」を Hecke 型の対称性によっ
て特徴づけること。完全再生可能関数は、有限単純群の既約指標に関連して現れ、Borcherdsの
1992年の論文でなされた「モンスター予想」の証明で決定的な役割を果たした。Nortonは、完
全再生可能関数が、p=2 においてある種の対称性を持つことを指摘していた。本研究では、あ
る無限 q-級数の系列が、すべての素数に関する Hecke型の対称性を持つならば、それらが完全
再生可能関数になることを示すことを目標とした。 
 
 
３．研究の方法 
（１）最初の試みとして、レベルが 2以上の保型形式を単独で考察したが、うまくいかないこと
が判明した。この困難を克服するために、様々なレベルの保型形式の族を考察し、その族全体に
おける Hecke 型の階層構造付き対称性を、テータリフトや無限積表示可能性と結びつけるとい
う方針で研究を進めた。その過程で、様々なレベルのヤコビ保型形式の族について、無限積表示
可能性と Hecke 型の対称性が同値であることを証明する必要が生じた。 
（２）モジュラー多項式を単独の（１つの素数に関する）Hecke 型の対称性によって特徴づける
ことと、Andre の数論幾何的な結果（モジュラー曲線を CM 点の存在で特徴づけること）を結び
つける方針で研究を進めた。 
 
 
４．研究成果 
（１）整数係数のベクトル系の族から Borcherds 型の無限積の族を構成し、それらが様々なレベ
ルのヤコビ保型形式の族をなすことを示し、これらがすべての素数に関する Hecke 型の階層構
造付き乗法対称性を持つことを示した。また、無限次元の twisted アフィン Lie 環の分母公式
が、このように構成されることを示した。（Heim 氏との共同研究） 
（２）(1)の結果の逆、すなわち様々なレベルのヤコビ保型形式の族がすべての素数に関する
Hecke 型の階層構造付き乗法対称性を持つならば、ある整数係数のベクトル系の族から構成され
るヤコビ保型形式の族と定数倍を除いて一致することを示した。(1)、(2)の研究成果については、
専門雑誌に論文を投稿中である。（Heim 氏との共同研究） 
（３）Borcherds 積は、符号 (2, n) の２次形式に関する直交群上の保型形式を構成する有力な
方法である。Borcherds 積は、その零点と極が明示的にわかることから、代数幾何学や数理物理
学においても重要な役割を果たしている。Borcherds の原論文においては、レベルが１のものが
構成されていたが、その後の研究において、レベル２以上のものも構成されている（たとえば、
青木-伊吹山など）。本研究において、レベル２以上の Borcherds 積を組織的に研究した。まず、
様々なレベルのヤコビ保型形式の族から、Borcherds 型の無限積を構成し、それらが様々なレベ
ルの 2 次ジーゲル保型形式の族であること、またそれらがすべての素数に関する Hecke 型の階
層構造付き乗法対称性を持つことを示した。さらに、(1)、(2)の結果を用いて、様々なレベルの
2 次ジーゲル保型形式の族がすべての素数に関する Hecke 型の階層構造付き乗法対称性を持つ
ならば、ある様々なレベルのヤコビ保型形式の族から構成される Borcherds 積の族と定数倍を



除いて一致することを示した。この結果については、現在研究成果を論文にまとめている段階で
ある。（Heim 氏との共同研究） 
（４）様々なレベルの 2 次ジーゲル保型形式の族がすべての素数に関する Hecke 型の階層構造
付き加法対称性を持つならば、ある様々なレベルのヤコビ保型形式の族から構成されるテータ
リフトの族と定数倍を除いて一致することを示した。また、符号 (2, n) の２次形式に関する
直交群 0(2,n) の構造に関するある事実を証明できれば、同様のことが O(2,n) 上の保型形式
についても成り立つことを示した。これらの結果については、現在研究成果を論文にまとめてい
る段階である。（菅野隆史氏（研究協力者、金沢大学）との共同研究） 
（５）モジュラー多項式は楕円曲線の理論や虚数乗法論において、重要な役割を果たす 2変数の
多項式である。モジュラー多項式は、すべての素数に関して Hecke 型の乗法対称性を持つこと
が古くから知られていた。逆に、モジュラー多項式は、2変数の多項式のうち、すべての素数に
対する積対称性によって特徴付けられることを、以前の Heim 氏との共同研究において、解析的
な手法で示していた。本研究では、モジュラー多項式が、2変数の多項式のうち、ひとつの素数
に対する Hecke 型の対称性によって特徴付けられることを示した。証明には、モジュラー曲線
を、その上の特殊点によって特徴づける Andre の数論幾何的結果を用いる。この結果の幾何的定
式化として、平面曲線がモジュラー曲線になることと、１つの素数に関する Hecke 型の乗法対
称性を持つことが同値であることを示した。これらの結果は、専門雑誌に掲載済みである。 （Heim
氏、Kaiser 氏（マックス・プランク研究所）との共同研究） 
（６）「完全再生可能関数」は、ある条件を満たす形式的べき級数の族として Norton により導入
されたものである。本研究では、完全再生可能関数は、階層付き乗法対称性を満たす無限 q-級
数として特徴づけられることを示した。この結果は、専門雑誌に掲載済みである。（Heim 氏との
共同研究） 
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