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研究成果の概要（和文）：加藤・中山・臼井の共同研究：IVでは様々コンパクト化の間の関係を示す混合版基本
図式を構成した。Vではテンソル関手としての群作用付混合ホッジ構造の分類空間のコンパクト化の場合へ拡張
した。VI ではlog実解析関数やlog無限級可微分関数を定義しそれらの微分積分を調べ、ホッジ構造の退化とSL
(2)軌道定理の幾何学的解釈を深めた。
応用：高次アルバネーゼ多様体のコンパクト化。対数的混合モチーフの圏。Goresky--Taiのreductive 
Borel--Serreコンパクト化からトロイダルコンパクト化への準同型写像の一般化。Deligne--Beilinson コホモ
ロジーの記述の簡潔化。

研究成果の概要（英文）：The joint researches of Kato--Nakayama--Usui continue. In part IV, we 
constructed fundamental diagram which relates various (partial) compactificatios of moduli of mixed 
Hodge structures. Part V generalized IV for mixed Hodge structures as tensor functors with group 
actions. In part VI, we defined log real analytic functions and log C infinity differentiable 
functions, studied their calculus, and understood SL(2)-orbit theorem geometrically.
The following are their applications: Compactification of higher Albanese varieties. Category of log
 (mixed) motives. Generalization of Goresky--Tai homomorphism from cohomology of reductive 
Borel--Serre compactification to that of toroidal compactification. Simplification of the 
formulation and the description of Deligne--Beilinson cohomology.

研究分野： ホッジ理論、log幾何学

キーワード： ホッジ理論　log幾何　分類空間　コンパクト化　冪零軌道　SL(2)軌道　Borel--Serre軌道
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研究成果の学術的意義や社会的意義
Log構造の良さ：Log構造を使って、比と偏角の空間を導入しそれらをホモトピーの立場から捉える。無限遠点で
の極限というかわりに境界点に立ちそこを中心とした座標を使って見渡せる。退化するホッジ構造族に対して、
通常では失われる情報を、log構造を使って微細構造を捉えそれを研究できる。退化で一見減った情報がlog構造
を使って回復できる。ミラー対称性との関係が見えてくるようだ。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 次のような国際研究集会の中心課題の一つとして取り上げられた。 

Hodge Theory, Complex Geometry, and Representation Theory; Texas Christian University, 

USA, 2012, June 18-22, Organizers: Robert S. Doran, Greg Friedman, Scott Nollet. 

http://faculty.tcu.edu/gfriedman/CBMS2012/ 

Recent advances in Hodge theory: Period domains, Algebraic cycles, and Arithmetic, 

June 10-20, 2013, University of British Columbia, Vancouver, BC, Canada, Organizers: 

James D. Lewis, Matt Kerr, Gregory Pearlstein. https://www.pims.math.ca/scientific-

event/130610-rahtpdaca 

Hodge theory in string theory, 2013/11/18-22, Fields Institute, Toronto, Principal 

Organizers: Charles Doran, David Morrison, Radu Laza, Johannes Walcher. 

https://www.fields.utoronto.ca/programs/scientific/13-14/calabi-yau/hodge/ 

Algebraic Geometry, A conference in honor of Arthur Ogus on the occasion of his 70th 

birthday, 2015/09/23—25, IHES, France, Organizers: Ahmed Abbes, Luc Illusie. 

http://www.ihes.fr/~abbes/Ogus/ogus70.html 

Complex, p-adic, and logarithmic Hodge theory and their applications, 2016/03/06-04/29, 

Simons Center, Stony Brook, USA, Organizers: Mark de Cataldo, Radu Lada, Christian 

Schnell. http://scgp.stonybrook.edu/archives/10866 

Algebraic cycles and moduli, 2016/06/02-08, Centre de Recherches Mathematiques, 

Montreal, Canada, Organizers: Patrick Brosnan, Matt Kerr, Matilde Lalin, Radu Lada, 

James D. Lewis, Gregory Pearlstein, Colleen Robles.  

http://www.crm.umontreal.ca/2016/Cycles16/index_e.php 

 

 加藤・臼井は純重みのときに、対数的ホッジ構造の分類空間（加藤・臼井空間）を構成した。

またホッジ構造の分類空間のボレル・セールコンパクト化、SL(2)軌道の空間を構成し、これら

相互の関係を示す基本図式を構成した。さらに中山も加わって先の理論を混合版へ一般化して、

変形とともに変位も記述できる対数的混合ホッジ構造の分類空間を構成し、先に出てきた様々

なコンパクト化を精密化し、それら相互の関係を示す混合版の基本図式を構成した。これはノー

マル関数の情報も含んだ周期写像のさまざまな極限の間の関係を記述している基本的な枠組と

みることができる。また群作用付の混合版周期領域の理論への拡張をし、その結果をマンフォー

ド・テイト領域、志村多様体、高次アルバネーゼ多様体へ応用して、これらのトロイダル部分コ

ンパクト化を作った。 

 加藤・中山・臼井の共同研究による対数的混合ホッジ構造の良モジュライとしてのネロンモデ

ルの理論を使い、臼井は 3 次元 5 次超曲面に対する開ミラー対称性を元の多様体の A モデルと

ミラー対称多様体の B モデルの対数的ノーマル関数の一致として開ミラー対称性の定式化をし

た。 

 
 
２．研究の目的 

混合ホッジ構造の分類空間の様々なコンパクト化とその間の関係を示す混合版基本図式の構成

と整備をしている。この基本図式というのは、混合ホッジ構造の様々な極限と、それら相互の

関係を与える写像の収束性や実解析性や複素解析性などを含む詳細な記述である。トレリ型問



題を介して、この基本図式は特異点の問題、多様体の退化の問題、サイクルの変位の問題、モ

ジュライの無限遠での挙動の問題などと関係してくる。また、ミラー対称性をこの枠組の中で

捉えてみることにより、様々な収束性に関する理解が深まるものと期待される。さらに、ロ

グ・モチーフの定式化により、ホッジ予想やテイト予想への理解が深まるものと期待される。 

 
３．研究の方法 

 加藤・中山・臼井の混合版対数的ホッジ構造についての共同研究をメールで、また出会っての

セミナーにより引き続き行う。この共同研究では平成２９年度にシリーズの VI 群作用付の混合

版対数的周期領域理論への拡張の一般論、および On log motives の投稿版を作り、平成３０年

度以降にはシリーズの V 混合版 SL(2)軌道の空間への周期写像の拡張の実解析性の投稿版を作

る。 

 臼井は混合ホッジ構造の分類空間の様々なコンパクト化のなす基本図式の中で、3次元 5 次超

曲面やレイエ合同とそのミラー族等のカラビ・ヤウ多様体に対して、トレリ型問題とミラー対称

性を詳しく調べる。 

 
 
４．研究成果 

(1) 加藤・中山・臼井の混合ホッジ構造とその退化の分類空間に関する共同研究が続いており、

そのシリーズ IV としてこの分類空間の様々コンパクト化の間の関係を示す混合版基本図式の構

成と整備をし出版した。の基本図式というのは、混合ホッジ構造の様々な極限と、それら相互の

関係を与える写像の連続性や収束性や実解析性や複素解析性などを含む詳細な記述である。こ

れらの構成には、境界点における情報を豊かに保つ対数構造を使う。 

 

(2)同シリーズ V として、テンソル関手としての群作用付の場合への一般化をした論文を投稿中

である。ここではテンソル関手としての群作用付混合ホッジ構造の分類空間のコンパクト化と

して出てくる冪零軌道の空間、SL(2)軌道の空間、ボレル・セール軌道の空間とそれらの仲間お

よびそれらの関係を記述した基本図式の構築と整備をしている。この図式は大きく分けて、左側

が複素数体上のはなしで右側が実数体上のはなしとなっており、この二つは、SL(2)軌道定理を

使って作られる連続写像でつながっている。ここがこの基本図式の核心部分であり、この写像を

調べるときには、その像である SL(2)軌道の空間の境界点における群作用を反映した具体的な開

近傍の記述が基本的な働きをする。 

モノドロミー重さ篩の族ごとに作ったSL(2)軌道の空間の部品を貼り合わせて全体の空間を作っ

た；ワイル扇による対数的変形を使ってSL(2)軌道の空間とボレル・セール軌道の空間をつない

だ；グリフィス横断性を持つものの中で対数的混合ホッジ構造を生成するものは強位相の意味

で開集合となるということを使って、冪零軌道の空間からSL(2)軌道の空間への写像の連続性を

示した。 

 

(3)同シリーズ VI log実解析関数、log無限級可微分関数を 2023年 3月に投稿した。ここでは

実解析関数、無原級可微分関数の log の意味の適切な拡張を導入しそれらの関数環の上での幾

何学を調べた。先ず、log 混合ホッジ構造の変形と偏極 log ホッジ構造の変形についての結果を

精 密 化 し た 論 文  Mixed objects are embedded into log pure 

objects,https://arxiv.org/abs/2212.10970 を仕上げて 2022年 12月に投稿した。ついで log

実解析関数や log 無限級可微分関数を定義しそれらの積分を調べ log Poincare 補題を証明し



た。ホッジ構造の退化についての理解を深め SL(2)軌道定理の幾何学的解釈を深めた。 

 

(4)また、V の応用として高次アルバネーゼ多様体のコンパクト化をした論文を出版した。臼井

は、多重対数関数についてのドリーニュの研究結果を高次アルバネーゼ多様体のコンパクト化

の枠組で記述し、その論文を出版した。 

 

(5)伊藤哲史・加藤・中山・臼井の共同研究として対数的モチーフについての論文を出版した。

ここでは対数的モチーフの圏と対数的混合モチーフの圏を定義した。前者の圏が半単純という

こととこの圏では数値的同値とホモロジー同値が等価であるということが同値になることを証

明した。さらに、後者の圏で見た場合には、これらの同値な条件と後者の圏が淡中圏であること

とが同値であるということを証明した。テイト予想とホッジ予想を定式化し、曲線のとき検証し

た。 

 

(6)Toroidal compactifications and Borel-Serre compactifications 

(http://arxiv.org/abs/2107.0999) の論文を仕上げて投稿しarxiv で公表した。テンソル関手

としての群作用付混合ホッジ構造の分類空間の境界として冪零軌道、SL(2)軌道、Borel-Serre

軌道を付け加えた部分コンパクト化とそれらを関係づける亜種空間や写像からなる基本図式を

構成した。この中で鍵となるのは、冪零軌道の空間に偏角の情報と比の情報を付け加えた亜種

空間に持ち上げてそこからSL(2)軌道の空間へ連続写像（CKS mapと呼んでいる）を構成したと

いうところである。これらはホモトピーの立場から見ることができて、シリーズVの応用として

志村dataからくる場合にGoresky-Taiが示したreductive Borel--Serreコンパクト化のコホモロ

ジーからトロイダルコンパクト化のコホモロジーへの準同型写像を構成し一般の場合に拡張で

きることを示した。 

 
ホッジ構造の周期領域のトロイダルコンパクト化と Borel-Serre コンパクト化の関係を調べて、
Goresky-Tai の仕事を深めて一般化した。これを論文：Toroidal compactifications and Borel-
Serre Compactifications, https://arxiv.org/abs/2107.10999 として仕上げて 2021年 7月に
投稿した。 
 

(7)Log ホッジ理論を使ってDeligne-Beilinson コホモロジーの記述を簡潔にした。それの相対

化を考えてLogホッジ理論の基本問題をまとめた。これは論文： Deligne-Beilinson 

cohomology and log Hodge theory として2023年に出版した。 
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