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研究成果の概要（和文）：正標数の代数的閉体上で定義されたFano多様体に関係するさまざまな研究を行い，次
のような結果を得た：
1. F分裂しない次数1の非特異del Pezzo曲面について調べ，標数5においてはそのような曲面が同型を除いて一
意であり，その自己同型群が6次対称群の外部自己同型の存在と関係があることを示した。
2. 標数2で小平次元1の準楕円曲面について，多重標準因子線形系がファイブレーションの構造射をいつ与える
かという未解決問題に取り組み，これを解決した。さらにIII型ファイバーを持つ標数2の準楕円K3曲面の
Mordell-Weil群の構造を解析し，そこから20次元の線形符号を構成することに成功した。

研究成果の概要（英文）：We studied various properties about Fano varieties over an algebraic closed 
field in positive characteristic to have the following result:
1. We investigated non-F-split del Pezzo surfaces of degree 1. Especially, we showed that such 
surfaces are unique up to isomorphisms if the characteristic of the grould field is 5, and its 
automorphism group is related to the fact that the symmetric group of degree 6 has an outer 
automorphism.
2. We solved an open problem on the multicanonical system of quasi-elliptic surfaces with Kodaira 
dimension 1 in characteristic 2. Also, we analyzed the structure of Mordell-Weil group of 
quasi-elliptic K3 surfaces which has twenty reducible fibers of type III in characteristic 2, to 
construct a 20-dimensional linear code.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： 正標数　del Pezzo曲面　準楕円曲面

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数多様体の分類を完成させることは代数幾何学における大きな研究テーマであるが，正標数の体上では分類に
役立つ定理のいくつかが成立せず，理論の構築は容易ではない。したがって，分類を行ううえで重要な役割を果
たすFano多様体やそれにまつわる正標数特有の幾何的構造を解明することは大きな意義がある。本研究において
特に低標数の場合に発生するいくつかの特殊な構造を記述することに成功したことは，正標数の代数多様体の分
類理論の発展に資するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
代数幾何学において代数多様体をいくつかの基本的な不変量によって分類することは，この

分野の中心テーマともいうべき重要なタスクといえる。20 世紀に Grothendieck らが中心とな
って現代的な理論体系が構築されたことでこの分野は飛躍的に発展し，イタリア学派による代
数曲面の分類が精密化されるとともに，特に基礎体が標数0の代数的閉体であるときは，森や川
又らによる極小モデルプログラム (MMP) の確立によって3次元の代数多様体の分類理論も一
応の完成を見るに至った。また，この MMP が整備される過程において，Fano 多様体を解析す
ることの重要性も認識されるようになった。 
一方，基礎体の標数が正であるときは，消滅定理や特異点解消定理など，MMP において重要

な役割を果たす定理が成り立たないうえ，Sard の定理の不成立に起因する特殊なファイブレー
ションや低標数における taut でない有理二重点の存在など，「病理的 (pathological) 」としば
しば形容される特殊な現象が起きることが障害となり，研究はやや立ち後れていた。しかし，正
標数の特異点解消に関する Cossart-Piltant（文献①）による結果や， Shepherd-Barron（文献
⑩）や Megyesi（文献⑧）による正標数3次元 Fano 多様体の解析など，最近になって正標数の
代数多様体の分類に関係する研究が多く発表されるようになってきた。また近年注目されてい
るのが，Frobenius 写像を用いて特異点を調べる F 特異点の理論である。すでに F 分裂や F 正
則といった F 特異点の諸概念が対数的端末特異点など MMP において現れる特異点と一部対応
することが明らかになっており，この手法が標数0と正標数の代数幾何学，双方の発展に大きく
貢献する可能性が高まっている。このように，研究開始当初の時点において，正標数の代数幾何
学は発展の気運を迎えていた。 
 
２．研究の目的 
 前項で述べたような背景を踏まえ，本研究においては 
(1) 2次元の Fano 多様体である del Pezzo 曲面，および3次元の Fano 多様体と F 分裂性との関

係を調べる。特に，低標数において F 分裂性を持たない Fano 多様体の特徴付けを得ること
を目指す。 

(2) 正標数特有のファイブレーションである準楕円ファイブレーションについてさまざまな角
度から調べ，準楕円曲面についての知見を得る。具体的には，以下の問題を考える： 
① 特に小平次元1の準楕円曲面について，その多重標準線形系がいつ準楕円曲面としての

構造射を与えるかという問題は標数2の場合には未解決であるので，これに取り組む。 
② 準楕円ファイブレーションの構造を持つ超特異 K3 曲面に対し，その Mordell-Weil 群

の構造を解析する。 
を主要な目的とした。 
 
３．研究の方法 
(1) まず del Pezzo 曲面の F 分裂性については，原（文献②）らの研究により，F 分裂しない

del Pezzo 曲面は次数3以下のものに限られること，また次数3のときは標数2のときにのみ
限られることが知られていた。また申請者の以前の研究（文献⑨）により，F 分裂しない次
数2の del Pezzo 曲面は標数2または3に限られ，反標準因子線形系の一般メンバーがすべて
超特異楕円曲線であることが，その曲面の非 F 分裂性と同値であることが明らかになって
いた。そこで残された次数1の場合も，Fedder の判定条件を用いて定義方程式を得たうえ
で，反標準因子の線形系に属する楕円曲線の超特異性との関係について調べた。また次数2
以上の非 F 分裂 del Pezzo 曲面においてはブローアップの中心となる射影平面上の点の配
置による特徴付けも得られていたが，次数1の場合にもこうした幾何的条件で記述できるか
を考察した。 

(2) 準楕円曲面に関して以下のような問題を考える： 
① 標数2の代数的閉体上定義された小平次元1の曲面 は，種数1のファイブレーション

: → の構造を持つ。 の標準因子がつくる多重標準線形系| |は， が十分大きい
ときにファイブレーションの写像を与える。そこで，以下のような問題を設定する： 
 
問題．正の整数 であって，任意の ≥ に対し| |が種数1ファイブレーション

: → を与えるような は存在するか？ また存在するなら，その最小値はいくつ
か？ 
 
この問題は，楕円曲面の場合は桂-上野（文献⑤）および桂（文献⑥），準楕円曲面の場
合も標数3のときは桂（文献⑦）によって解決している。残された標数2の準楕円曲面
の場合も，標準束公式を詳細に吟味することにより，「楕円曲線上の準楕円曲面で II 型
の tame な重複ファイバーを 1 本だけ持つものが存在するか」を決定することに帰着
される。そこで，射影直線と楕円曲線の直積で与えられる曲面上に有理ベクトル場を



考えることでこうした曲面を構成することを目指した。 
② 伊藤（文献③，④）は標数2,3のそれぞれにおいて有理準楕円曲面を分類し，可約ファ

イバーのタイプごとに定義方程式を与えるとともにそれぞれのMordell-Weil群の構造
を解析した。伊藤は標数3の準楕円 K3 曲面に対しても同様の結果を得ているが，標数
2の準楕円 K3 曲面については計算が膨大かつきわめて煩雑なものになるため，具体的
な結果が得られていなかった。そこで特定の可約ファイバーの場合にまず状況を限定
したうえで，具体的な計算を試みることから始めた。 

 
４．研究成果 
(1) 次数1の del Pezzo 曲面の F 分裂性について調べ，以下の定理を得ることができた。 

 
定理． を次数1の非特異 del Pezzo 曲面とする。このとき以下は同値である（ただし，以下
で ( , )は任意の斉次 次式とする）： 
 は F 分裂しない。 
 標数 は2,3,5のいずれかであり， はそれぞれ重み付き射影空間ℙ(1,1,2,3)の次数6の超

曲面として以下のように定義される： 
p=5: = + +  
p=3: = + ( , ) + ( , )  
p=2: = + ( , ) + ( , ) + ( , ) 

特にp=5のときは， の自己同型群Aut( )とその位数は 
Aut( ) = × ( ⋊ ),   |Aut( )| = 720 

となる。 
 
さらに，p=5のときの非 F 分裂 del Pezzo 曲面の自己同型群が標数0の場合と異なり上記の
ようなやや位数の大きな群として与えられることが，「 次対称群は = 6のときに限り外部
自己同型を持つ」という群論においてよく知られた事実と関係があることを見出した。ま
た，次数2以上の場合と異なり，次数1では反標準因子の線形系に属する一般メンバーの超
特異性は非 F 分裂性と必要十分ではないことも確認できた。 

(2) 準楕円曲面に関する問題について，以下のような結果を得た。 
① 桂利行氏との共同研究により，以下のような定理を得た： 
 
定理． を標数2の代数的閉体上定義された小平次元1の準楕円曲面とする。このとき，その
多重標準線形系| |は， ≥ 6のとき必ずファイブレーションの構造射を与える。またこ
の評価は最良であって， = 5のときに構造射とならない例が実際に存在する。 
 
これによって，３．(2)に述べた問題に回答を与えた。基礎体の標数が2以外のときは小平次
元1の楕円曲面および準楕円曲面に対する同様の問いはすでに解決しており，これですべて
の場合について問題が解けたことになる。 
 本研究で得られた結果は，Journal of Mathematical Society of Japan に採録された。 
② 伊藤浩行氏，大津嘉輝氏との共同研究を行い，標数2の準楕円 K3 曲面で III 型の可約

ファイバーを 20 個持つものについて詳しく解析を行った。その結果，Mordell-Weil 群
のランクが7であるような準楕円 K3 曲面を構成し，128個のセクションすべての記述
を与えることに成功した。さらにこれらのセクションと20個の可約ファイバーがどの
ように交わっているかを解析することにより，(20,7,8)-線形符号が構成できることを
示した。 
以上の内容は，2022 年 3 月 4 日に東京理科大学で行われたワークショップ「代数学の
萌芽」で共同研究者の大津によって発表されたが，コロナ禍もあって十分な研究を行
えないまま研究期間を終えてしまったので，次の研究テーマの一つとして据えたうえ
でさらに考察を進め，論文としてまとめたいと考えている。 
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