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研究成果の概要（和文）：最小跡に関する総合的な研究として以下の5つの分野に関してバランスよく研究を進
めた．(A) Jacobi の最終定理の一般化に関しては，論文公表した．(B) 最小跡の構造と性質の研究に関しては,
 一般の多面体の最小跡やグラフの最小跡を定義した．(C) 最小跡に関連する諸問題（最遠点集合，擬測地線，
距離関数の臨界点等）の研究に関しては，興味深い結果の公表を行い，その後も新たな問題や進展が続いてい
る．(D) 最小跡を応用する問題として，特異な形状の細胞の特徴付け等を考え始めた．(E) 関連する他の計量に
おける最小跡の考察についても，結果を得るには今少しの時間が必要である．

研究成果の概要（英文）：As a comprehensive study on the cut locus, we conducted a well-balanced 
study in the following five areas. (A) A paper on the generalization of Jacobi's Last Theorem was 
published. (B) For the study of the structure and properties of cut loci, we defined the minimum 
traces of general polyhedra and the minimum traces of graphs. (C) Interesting results have been 
published in the study of problems related to cut locus (farthest point sets, pseudogeodesics, 
critical points of distance functions, etc.), and new problems and developments have continued. (D) 
The problem of applying the cut locus was to characterize cells with peculiar shapes. (E) As for the
 consideration of the cut locus in other related metrics, some time is now needed to obtain the 
results.

研究分野：数物系科学・数学・幾何学

キーワード： 最小跡　測地線　第一共役跡　距離関数　多面体　全曲率
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研究成果の学術的意義や社会的意義
最小跡の研究は20世紀初頭のポアンカレの論文によって始まり，その後の長い研究の歴史がある．それの進展に
貢献するものといえる．また，楕円面上の測地線の挙動からその第一共役跡の特異点に関してはヤコビの最終定
理として知られており，それの一般次元への拡張を与えたことになる．
応用面に関しても，多面体の unfolding や Volonoi分割等の計算機科学との関連があり，また，本研究中に始
めた，特異形状の細胞を特徴付けるのにも将来的に役立つ可能性があり意義深いと思われる．更に，定義が単純
であることから数学教育の分野にもその有用性が期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 最小跡の研究は，H.Poincare による曲面の位相との関連から始まり，その後の長く研究され
続けてきた．近年，最小跡までの距離関数の Lipschitz 性を示し，Ambrose の問題が曲面で肯
定的に解決し，楕円面の一般の点の最小跡の決定し，Jacobi の定理(共役跡の尖点は４つ）に完
全な証明を与え一般次元への拡張を試み，その際の特異点を以前の研究で決定していた． 
 
２．研究の目的 
 本研究は，以下に述べるように着実に進展してきている最小跡に関連する研究を，この機会に
更なる発展を目指すものである． 
次の５つのテーマ (A) Jacobi の最終定理の一般化と二次曲面的な現象，(B) 最小跡の構造と
性質の研究(第２最小跡に関しても考察する)，(C) 最小跡に関連する諸問題（最遠点集合，擬測
地線，距離関数の臨界点等）の研究，(D) 最小跡を応用する問題（PL多様体の最小跡，多面体
を平らに折り畳む問題，多面体の unfolding等），(E) 関連する他の計量における最小跡の考察，
に分け，(A)と(C)は益々の発展を，(B)と(D)は特に新たな研究方向が含まれており，これらをバ
ランスよく発展させることを目的とする． 
 
３．研究の方法 
(1) 現段階である程度得られている多くの結果と，ある程度論文にまとめてある結果を，修正し
て発表する． 
(2) 各テーマごとに次のように計画した． 
  (A) Jacobi の定理の一般化の論文を発表する．(B) 多面体（最短線が分岐する可能性がある）
の最小跡の定義を行う．第 2最少跡に関しても考察する．(C) 距離関数の臨界点を最小跡との関
連で調べる．得られている結果を発表し，更に新しい性質を見出す．(D) 凸でない多面体を平ら
に折り畳むことや多面体の展開に最小蹟を用いて考察する．(F) フィンスラー計量の最小蹟等
について考察する． 
(3) 本研究は多くの共同研究から成り立っており，共同研究者と直接会っての詳細な議論が必
要不可欠であり，また多くの他分野との関連も深く，それらの研究者の研究協力や専門知識の供
与を必要であり，そのための出張を計画した． 
 
４．研究成果 
(1) 研究期間内に 15 編の学術論文を公表した．当初の予定よりおくれているものもあるが，７
年間の数学の論文数としては十分な成果と言える．また，海外で 7回，国内で 28 回の研究発表
を行った． 
  
(2) 各テーマごとに次のような結果が得られた． 
(A) に関しては，Jacobi の定理の一般化に関してその特異点が D_4^+ ラグランジュ特異点と
なることが以前の研究で分かり，論文を公表できた(清原との共同研究)． 楕円面の第 1 共役跡
の場合のように複素射影空間に近いケーラー・リュービユ多様体に対しても第 1 共役跡の特異
点の形状を調べる問題が残っていることに気付いた． 
(B) に関しては，非凸多面体において測地線が分岐する場合の最小跡の定義を考察し，その場合
の最小跡とハンドル分解について議論し，論文にまとめている(吉安との共同研究)．グラフ（1
次元単体複体）においても最小跡にあたる 3種類の定義を考察し，論文にまとめている(S.Prasad 
との共同研究)． 
(C) に関しては，以前公表した論文(Every point is critical）の第二弾として, 臨界点とす
る距離関数の個数と曲面の位相との関連を示す論文(With respect to whom are you 
critical ?)を公表できた(C.Vilcu, T.Zamfirescu と共同研究)．空間開曲線の曲率と捩率の２
乗和の平方根の積分を最小となる曲線（最も簡単な場合には螺旋）を調べた最初の論文を公表し，
更に始点終点が一致している場合に，下限が√3πとなり興味深い曲線の極限として得られるこ
とが概ね分かり，詳細を検討している（榎本との共同研究）．新たな問題として，凸体において
直径を与える２点の一方になる点を特徴付ける条件を調べ，論文にまとめ発表した（Y.Liping, 
C.Vilcu T.Zamfirescu との共同研究）．曲面の最小跡の長さと曲面の面積の間に等周不等式的な
関係式が成立することが分かり，また，多面体の頂点の Steiner minimal tree の長さと最小跡
の長さに関しても関係式がありそうで，議論を進めている(C.Vilcu との共同研究)．新たに部分
多様体の最少跡に関する考察に進展が得られそうであり，ある部分多様体から最小跡までの距
離関数が定数であるという条件のもとに ambient 空間の位相を制限することを考察し，概ブラ
シュケ問題の部分多様体版のような結果を期待している(S.Prasad との共同研究)． 
(D) に関しては，凸多面体を連続的に平らに折りたたむことをその最小跡を用いて行うという
最近の結果(奈良，Vilcu との共同研究)の拡張として，凸でない多面体に対しても原理的には最
小跡を用いて連続変形出来そうなので検討したが，もう少し，時間が必要である．(B)により一



般の多面体の最小跡を扱うことが出来るようになったので，多くの細胞形状のデータから特異
的な変位をしている細胞が持っている最小跡の構造を見つけだすことが出来るのではないかと
期待したが，現在は中断状態である． 
(E) に関しては，以前，フィンスラー計量でも最小跡がフラクタル集合となる計量の構成を行っ
たが，フラクタル集合にできるのは最小跡の端点のみであろうと思われ，その方向の研究も始め
ている(Sabau との共同研究)．部分多様体の最小跡に対しても同様の考察が可能かもしれない． 
 
(3) 前回の科研費による研究に引き続いて，それを発展させる方向に研究を進めることが出来
た．また，新たに始まった研究も多く今後も研究の継続が期待される． 
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