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研究成果の概要（和文）：ウェルデッド（ストリング）絡み目に対し，有限型不変量を保存する局所変形（これ
をWk変形と呼ぶ）を定めた．更に，「(W-)矢表示」と「(W-)矢変形」という概念を導入することにより，古典的
絡み目に関するHabiro氏のクラスパー理論を，ウェルデッド絡み目への拡張・構築することに成功した．これを
Wkクラスパー理論と呼ぶ．Wkクラスパー理論を用いて，次の結果を得た． (1) ウェルデッド・ストリング絡み
目のWk同値類は群の構造を持つ． (2) ウェルデッド・ストリング結び目のWk同値類は，アレキサンダー多項式
により分類される．（3）　ミルナー不変量はWk同値を用いて，幾何的な特徴付けが可能である．

研究成果の概要（英文）：For each positive integer k, we introduce a new notion, Wk-move on welded 
links, which induces an equivalence relation, Wk-equivalence, on welded links. One of the most 
important properties of the Wk-equivalence is that it preserves the finite type invariants of welded
 links of order at most k. We build a theory of Wk-move, may call Wk-clasper theory.  And by using 
this theory, we gave several results as follows: (1) For any positive integer n, the set of 
Wk-equivalence classes of welded n-string links forms a group structure.  (2) For any positive 
integer k, the set of Wk-equivalence classes of welded 1-string links is classified by their 
Alexander polynomial of degree at most k. （3）　Milnor invariants, which are one of the most 
important finite type invariants for welded links, can be characterized geometrically in terms of 
Wk-equivalence. 

研究分野：数学

キーワード： ウエルデッド絡み目　ミルナー不変量　有限型不変量　ストリング絡み目　コンコーダント　クラスパ
ー理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では，古典的絡み目に対するクラスパー理論のウェルデッド版である，Wkクラスパー理論を構築すること
により，ウェルデッド絡み目の研究を大きく進展させた．
古典的絡み目の同値類は，ウェルデッド絡み目の同値類に「埋め込まれる」事が知られている．このことから，
通常の絡み目の枠組みでは解決できなかった問題が，ウェルデッド絡み目を研究する事により解決できるという
事が期待できる．したがって，古典的クラスパー理論では，解決する事の出来なかった問題が，我々の構築した
Wkクラスパー理論を用いて解決できるという期待も大きく，本研究分野に与えた影響は計り知れない．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 
3次元空間内の単純閉曲線の集合を（古典的）絡み目と呼ぶ．絡み目の平面への「描写」（これ

を絡み目の図式と呼ぶ）を考え，平面上の図形にある種の局所変形（ライデマイスター変形）

を用いて同値関係を導入する事で，空間内の絡み目の研究は，平面上の図式の研究に帰着され

る．これに対し，空間内の絡み目の図式に対応しない，平面上の曲線を含む集合（ヴァーチャ

ル絡み目）を考え，ライデマイスター変形を含むある種の局所変形から与えられる同値関係の

もとでヴァーチャル絡み目の集合を割った同値類がウェルデッド絡み目である． 

絡み目の同値類は，ウェルデッド絡み目の同値類に「埋め込まれる」事が知られている．ウェ

ルデッド絡み目と一般の絡み目の関係は，実数と複素数の関係に似ていると言える．実数上で

考えても解らなかった事が複素数上で考えると解る事があるように，通常の絡み目の枠組みで

は解らなかった事がウェルデッド絡み目を研究する事により明らかになるという事が期待でき

る． 

研究代表者が，ウェルデッド絡み目の研究を始めることになったきっかけは，論文[ABMW]の結

果に興味を持ったからである．研究開始当初は，論文自体はまだ出版されていなかったが，研

究内容は，著者の１人であり，研究代表者の１０年来の共同研究者でもあるのMeilhan氏（グル

ノーブル第１大学フーリエ研究所）に以前から聞かされていた． 

論文[ABMW]では，通常の絡み目理論における重要な結果の１つである，ストリング絡み目の

Habegger-Linのリンク・ホモトピー分類[HL]を，ウェルデッド・ストリング絡み目に拡張する

ことに成功している．ここで，ストリング絡み目とは，円柱の上底と下底に端点をもつ曲線の

集合である．また，ウェルデッド・ストリング絡み目とは，ストリング絡み目のウェルデッド

絡み目への自然な拡張のことである． 

研究代表者は，ウェルデッド・ストリング絡み目に対し，ある３次元のモデルを与え，そのモ

デル上でHabiroのクラスパー理論を応用する事により，論文[ABMW]の結果の別証明を与えた．

このとき用いた議論により，ウェルデッド（ストリング）絡み目に対するクラスパー理論の拡

張に関するアイデアが芽生えた． 

Habiroのクラスパー理論は，（ストリング）絡み目の不変量研究において最も重要な対象の１

つである有限型不変量に図形的解釈を与える研究手段として広く知られている．特に，

Goussarov-Habiroの定理[H]として知られる結び目の有限型不変量の図形的解釈に関する定理は

重要である． 

ウェルデッド（ストリング）絡み目の有限型不変量は，Goussarov, Polyak, Viro [GPV]やBar-

Natan, Dancso [BD]の先行研究でがある．一方，ウェルデッド（ストリング）絡み目における

クラスパー理論は，当初は知られていなかった． 

 
 
２．研究の目的 
 

本研究では，ウェルデッド絡み目におけるクラスパー理論を完成させ，ウェルデッド絡み目の

有限型不変量の図形的解釈を行うことを目標とする． 

Habiroのクラスパー理論とは，（ストリング）絡み目の局所変形Ck-move（kは自然数）を定め

るCkクラスパーに関する一連の結果の総称で，論文[H]の発表以降，広く知られている．クラス

パー理論の重要な結果として，次の３点が挙げられる． 



(1)（ストリング）絡み目のCk-moveは位数k以下の有限型不変量を保存する． 

 (2) ストリング絡み目のCk同値類は，群の構造を持つ．ここでCk同値とは，Ck-moveにより定

義される同値関係である． 

(3) C(k+1)同値な（ストリング）絡み目は，Ck同値である．つまり，Ck同値はkが大きくなる

に従って細かな分類を与える． 

本研究において，ウェルデッド絡み目におけるCk同値を新たに定義する場合には，上記の３つ

の性質を念頭に置き拡張を試みた． 

研究代表者はMeilhan氏とのこれまでの共同研究で，ウェルデッド（ストリング）絡み目に対

し，(1)に対応する性質を満たす局所変形（Wk-moveと呼ぶ）を定める事に成功した．ここで，

定義に用いたクラスパーは，HabiroのCkクラスパーと本質的に異なるため，Wkクラスパーと呼

ぶ事にする． 

 
 
３．研究の方法 
 

本研究の研究開始後は，研究計画書のに記述した通りに，最初にWk同値が上記の(2),(3)に対応

する性質を持つ事を示す事を試みた．つまり， 

 (2-w) ウェルデッド・ストリング絡み目のWk同値類は，群の構造を持つ． 

(3-w) W(k+1)同値なウェルデッド（ストリング）絡み目は，Wk同値である． 

を証明する．その為には，Habiroのクラスパー理論と同様に，多数の補助定理を証明する必要

があった．当初の予想通り，大筋ではHabiroの方法に似ていたが，Habiroのクラスパーとは本

質的に異なるため，証明は容易ではなかった．後述の通り，(2-w)では予想通りの結果が得られ

たが，(3-w)でに関しては，条件を変更し，やや方向転換をする必要があった． 

しかしながら，その後の研究方針に大きな支障はきたさなかったので，研究計画書通りに，研

究を続けた．つまり， (2-w),(3-w)を踏まえて，ウェルデッド絡み目の有限型不変量の図形的

解釈の研究を進めた．具体的な方針としては，Goussarov-Habiroの定理のウェルデッド版や

Goussarov-Habiroの予想「ストリング絡み目がCk同値である為の必要十分条件は，位数k以下の

有限型不変量が一致する事である．」の（ウェルデッド版の）解決に挑戦した．成分数が１で

ある絡み目を結び目と呼ぶ．結び目の場合は，Goussarov-Habiro予想が正しい事が知られてお

りGoussarov-Habiroの定理として知られている． 

Goussarov-Habiroの予想は我々の分野における長年の未解決問題である．研究期間内で解決す

るのは容易ではないので，（ウェルデッド）結び目の場合に限って，ウェルデッド版の

Goussarov-Habiroの予想の解決を目指した． 

後述のように，幸いこの問題は，研究期間途中で解決できた．残りの研究機関では，ウエルデ

ッド絡み目の最も重要な有限型不変量の１つである，ミルナー不変量の図形的解釈に集中した 

 
４．研究成果 
 

上述の通り，絡み目の一般化であるウェルデッド絡み目に対する絡み目の有限型不変量の拡張

は，Goussarov, Polyak, Viro [GPV]やBar-Natan, Dancso [BD]による先行研究が知られてい

る．通常の絡み目の場合，有限型不変量の図形的（幾何的）な解釈の研究手段として，Habiro 

[H]によるクラスパー理論が知られている．一方，ウェルデッド絡み目の有限型不変量の図形的

解釈の研究に関しては，幾つかの試みはあるものの満足のいく結果は得られていないかった．

本研究では，ウェルデッド絡み目の有限型不変量の図形的解釈の研究の為に，Habiroのクラス



パー理論のウェルデッド絡み目版と見なせるものを新たに定め，ウェルデッド絡み目の有限型

不変量の図形的解釈を与えることを目標とし，以下で述べる結果をえた． 

研究代表者は Meilhan 氏との共同研究で，ウェルデッド（ストリング）絡み目に対し，有限型

不変量を保存する局所変形（これを，Wk-move と呼ぶ）を定める事に成功した．ここで，定義

に用いたクラスパーは，Habiro の Ck クラスパーと本質的に異なるため，Wk クラスパーと呼ぶ

事にする．研究代表者は， Meilhan 氏との共同研究で「Wkクラスパー理論」を構築することに

成功した[MY]．この理論の土台になる概念が，「(W-)矢表示」と「(W-)矢変形」である． 

Wk クラスパーの研究を Habiro のクラスパー理論と対比させながら研究を進める事で，以下の

定理を得た．  

 

[定理 1] ウェルデッド・ストリング絡み目の Wk同値類は，群の構造を持つ．  

 

これは，研究計画調書で予想した通りの結果であり，ここで用いた議論は，Wkクラスパー理論

の土台を固める事になり，その後の研究に大いに役立った．定理 1を踏まえて，研究を進め，

ウェルデッド・ストリング結び目の群を Alexander 多項式を用いて完全に特徴つけることに成

功した．つまり，次の定理を得た． 

 

[定理 2] ウェルデッド・ストリング結び目の群は可換群である．更に，この群は Alexander

多項式により完全に分類できる． 

 

また，Wk 同値の定義を（今後の議論に本質的に影響のない範囲で）改良して，W(k+1)同値な

ウェルデッド（ストリング）絡み目は，Wk 同値が成立するようにした．これにより，Wk同値

は，自然数 kが大きい程，細かな分類を与えるという，非常に良い性質を持つ事がわかる． 

研究課題に沿って，研究を進めるうちに，ウェルデッドストリング絡み目の最も重要な有限型

不変量の１つであるミルナー不変量を，ウェルデッド絡み目に拡張することに成功した．ミル

ナー不変量のウェルデッド絡み目への拡張は，これまで数多くの研究者が試みて成功して いな

かった．それ故に，本研究成果の価値は大きい． 

研究期間の最後の 2年間は，これまで共同研究を続けてきた Jean-Baptiste Meilhan 氏だけで

なく, 新たにマルセイユ大学の Benjamin Audoux 氏を共同研究者に加えることにより，W-矢変

形を用いてミルナー不変量の特徴付けに関する研究を続け，以下で以下の結果を得た． 

新たな同値関係として，自己 Wk-コンコーダントを定義した．これは，自己 Wk同値とコンコー

ダントと呼ばれる既知の同値関係を組み合わせた同値関係である． この同値関係によって，ミ

ルナー不変量の特徴を旨く捕らえる事ができる．実際，以下の定理が成立する事がわかった． 

 

[定理 3] r(I)が k以下の数列 Iに対する Milnor 不変量は，自己 Wk-コンコーダント不変量であ

る．ここで，r(I)は I に現れる数字の繰り返し回数の最大値である．  

 

上述の通り，絡み目の同値類は，ウェルデッド絡み目の同値類に「埋め込まれる」事が知られ

ている．古典的絡み目の枠組みでは解らなかった事がウェルデッド絡み目を研究する事により

明らかになるという事が期待できる．したがって，従来のクラスパー理論では，解決する事の

出来なかった問題が，我々の構築したWkクラスパー理論を用いて解決できるという期待も大き

い．この様に，古典的絡み目の問題をウェルデッド絡み目に拡張して，大きな視点で解くとい



う方法は，これまでにない独創的なアイデアであり，ウェルデッド絡み目だけではなく，結び

目理論の今後の発展に大きく貢献したといえるだろう． 
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