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研究成果の概要（和文）：(1) Gromoll-Meyer exotic sphereに余次元３のsub-Riemann構造が存在することを示
した。(2) Sub-Riemannの場合のMaslov 量子化条件が有効かどうかを確認し、証明を得た。(3) Clifford代数に
付随したベキ零Lie環の完全分類と自己同型群を全て決定した。(4) またこのベキ零多様体のsub-Laplacianの
spectral zeta関数を決定し、その留数を計算し、Riemannの場合との違いを見出した。(5) Cayley射影平面上の
Bargmann型の変換を構成した。

研究成果の概要（英文）：(1) We proved an existence of a sub-Riemanian structure of co-dimension 3 on
 the Gromoll-Meyer exotic sphere. (2)  We made clear that the Maslov quantization condition works 
also for sub-Riemanian cases. (3) We classified Lie algebras attached to Clifford algebras and 
determined all their automorphism groups. (4) We determine the spectral zeta functions for these 
class of nil-manifords and also find a difference from the Riemannian  case on the behavior of 
residues. (5) We constructed a Bargmann type transformation on the Cayley projective plane.

研究分野：大域解析学

キーワード： Clifford module　pseudo H-type Lie環(群)　exotic sphere　sub-Riemann構造　劣楕円型作用素　Fou
rier積分作用素　spectral zeta関数　Maslov 量子化条件
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の対象である幾何構造(= sub-Riemann構造)と付随する劣楕円型作用素(= sub-Laplacian)の大域的な研究
の歴史はそう古くはないので、以前の研究からも引き続き研究対象がどの辺にあるのかの研究も継続し、豊富な
例が多方面にあることが徐々に分かって来た。特にこの期間の研究で具体例として重要な、Clifford代数に付随
するベキ零Lie環(群)についての基礎的構造の研究はほぼ完成し、更に今後続けるべく多くの問題、例えば本研
究はコロナで延長期であるので既に次期の科研費研究で同時に、この群の一様離散部分群の研究を始め、それは
spectral zeta関数の研究にも繋がっている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　 C− 19、F− 19− 1、 Z− 19 (共通)

1. 研究開始当初の背景
これまで多様体の幾何構造により定まる微分作用素の研究は楕円型作用素が研究の中心であり、
Atiyah-Singer指数定理に代表される作用素の楕円性の意味する解析的性質と幾何学的性質が相互
に関連した多くの事柄が発見された。更に場の理論や整数論との関連 (zeta determinantの様な非
局所的スペクトル不変量の研究等)も見い出され、今日も多くの分野との関連のもと深い研究が続
いている。本研究はこの流れの中で、新たな解析学的幾何学的知見を求めて「劣楕円型微分作用
素」の大域的な研究及び、その様な作用素の存在する多様体の幾何構造の解明を主目的とする。こ
の構造 (= sub-Riemann構造)は葉層構造の対極に位置し、接束にある部分束が存在し、そこに
値を取るベクトル場の交換子積の繰り返しで接ベクトル全体が生成されるという性質で特徴づけら
れる。この性質を持つ部分束は完全非ホロノミックな部分束とよばれ、非自明な部分束の存在は自
明でない。葉層構造は幾何学の問題として半世紀に亘り深く研究されているが、sub-Riemann構造
の研究も解析学と幾何学にまたがる今後更に発展可能なテーマである。Laplace-Beltrami作用素は
Riemann計量に付随して自然に定義される。一方、本研究の中心的研究対象である「sub-Laplacian」
は「sub-Riemann 構造」に付随して定義される 2階の劣楕円型微分作用素である。両者の本質的違
いは、後者は主表象が消えるところ ( =特性多様体)があり、そのままではK-理論の枠組みでは扱え
ないが、解析的には少し弱い意味での a priori評価式 (=劣楕円性)が成り立つことで特徴づけられ、
準楕円性はもちろんのことHilbert空間における閉作用素としてのスペクトル構造は楕円型作用素
の場合と同様に取扱える。Beals-Gaveau-Greinerはこの作用素が解析学的にも幾何学的にも興味あ
る研究対象であることを多くの結果として発表し (例えば、R. Beals, B. Gaveau, P. Greiner, The

Green Function of Model Step two hypoelliptic Operators and the Analysis of Certain Tangential Cauchy

Riemannian Complexes, Adv. in Math. 121, 288-345(1996), Hamilton-Jacobi theory and the heat kernel

on Heisenberg groups, J. Math. Pures Appl. 79, 633-689(2000))、それらの影響のもと本申請代表者も
論文「Spectral Analysis and Geometry of a sub-Laplacian and related Grushin type operators, W. Bauer,

K. Furutani and C. Iwasaki, Trends in partial Differential Equations and Spectral Theory in ”Advances in

Partial Differential Equations”, 211, 183–290, Birkhäuser (2010)」でその後の研究の基礎となる多くの
事柄を整理し、いくつかの方向に研究を展開中である。

2. 研究の目的
本研究は、前回の科研費研究の更なる発展として、多様体の幾何構造 (= sub-Riemann構造)の研
究とそれにより自然に定まる偏微分作用素 (= sub-Laplacian)の熱核、及びスペクトル構造の研究
を主目標としていたが、コロナ禍令和 3年度まで２年間延長して互いに関連するが大別して以下の
研究を行う事を目的とした。
(1) Sub-Riemann構造、 Popp測度の研究。いくつかの多様体にその構造の存在の証明と、劣楕

円型作用素の大域的研究。
(2) 本幾何構造を持つ多様体の典型的な例の一系列としての Clifford moduleに付随するベキ零

Lie環 (群)の完全分類、自己同型群の決定、又そのベキ零多様体上の Laplacian と sub-Laplacian

の spectral zeta 関数の研究。
(3) 幾何学的量子化による Cayley射影平面上に Bargmann type作用素の構成と Töplitz作用素

の研究。

3. 研究の方法
理論研究なので、主に同じ方面の研究をしている研究者との意見交換や問題点の指摘を受け、又先
行研究の文献研究等を通じて、試行錯誤を積み重ね一歩一歩研究を進める。研究期間の内、コロナ



禍が始まるまでの前半はドイツとノルウェーに滞在し共同で問題を論じたが、後半以後はメイルや
zoomでの意見アイデアの交換が主となりなかなか思うようには進めなかったが、時間的には融通
が効いたことはポジティブにも考えられる。
研究の目的 (1) については 研究の目的 (2) の対象と共通するところもあるが、Hamilton-Jacobi

methodによる sub-Laplacianの熱核の具体的構成と、Selberg trace formulaの計算に従い、pseudo

H-type nil-manifoldの spectral zeta関数について、その決定、特別な場合の留数を古典的なRiemann

zeta関数の整数点での値との関連を論じた。
研究の目的 (2) については、Clifford代数は二次形式の符号 (r, s)に応じて特定の体上の行列環にな
り、その admissible moduleごとに状況が異なるので、先ず符号に依らない共通する方法を見つけ
ることに努め、このクラスの Lie環のどのような特徴を見れば分類が出来るのかを色々な場合の試
行錯誤の結果、それぞれについて互いに可換な正の involutionのmaximal systemを見出し、Bott

周期性に基づき高次元の場合も低次元の基本クラスに色々なことが帰着出来ることを見出した。又、
その方法により全ての場合の自己同型群の決定も可能となった。
研究の目的 (3) については、複素８元数を 2個の 2× 2の複素行列で表現し、Cayley射影平面 P 2O
の punctured cotangent bundle ∼= T ∗P 2O\{0} を複素 27次元空間内の 2次曲面と実現し、その正
則余接束が正則自明になる様子を具体的に実現することにより研究を進めた。

4. 研究成果
(1) Gromoll-Meyer exotic sphere Σ7

GM に余次元３の sub-Riemann構造が存在することを示し
た。これは 7次元異種球面の中でも、主束 Σ7

GM → S4の全空間、又主束 Sp(2) → Σ7
GM の低空間

ともなり、この構造を用いてある接続を定義出来それが 2-stepの sub-Riemann構造を与えている
ことを示した。又、主束の接続が sub-Riemann構造を与えている場合にPopp測度と低空間の測度
との関係を詳しく調べた。ここでは主として 2-stepの場合を扱ったが higher step の一般論を論じ
るのは今後の研究になる (5. 主な発表論文等の [10], [9]) 。
(2) Sub-Riemannの場合のMaslov 量子化条件が有効かどうかを確認した。この問題は量子力学

誕生の古くからの現象を扱っているが、当初は当然楕円型作用素のみが対象であったが、劣楕円型
でも付加条件のもと、成り立つと長い間考えていたが、周辺の理解を進め、Riemannの場合の証明
を詳しく解析し、sub-Laplacianが特性多様体を持っていてもそれをうまく回避できれば正しいこと
を明確にした。実際Maslov量子化条件を満たす Lagrangian submanifoldが特性多様体と交わらな
ければ、Laplacianの場合と同じように S1×M の余接束にFourier積分作用素の canonical relation

を与える conic Lagrangian submanifold を構成出来、 得たい結果が導かれる。
最初のある意味自明な具体例としては、Riemann submerionの水平的な部分束が bracket gen-

eratingで、低空間にRiemmanの場合のMaslov 量子化条件を満たす Lagrangian sub-manifoldが
存在すれば全空間の余接束に必要な Lagrangian submanifold の存在が言える。この場合の本質的
な内容は構成した二つの Fourier積分作用素が Riemann submersion を通じて関連していること
である。自明でない具体例の研究は今後の研究であるが、もっと一般的に余接束内の Lagrangian

submanifoldの様々な構成の問題として次期の科研費研究で継続予定である (5. 欄の [8], [7], [4])。
(3) Clifford代数に付随したベキ零 Lie環の完全分類と自己同型群を全て決定した。この研究は既

に約８年前からに遡るが、当初は一様離散部分群の存在証明から始め一応の結果を得たが、ある時
点で分類問題を先ず取り組むべきであると気がついた。結果として、Clifford作用の互いに可換な
正の involutionの極大系が重要な役割を果たしていることに気がつき、完全分類と自己同型群の決
定を完成することが出来た。この視点から見れば一様離散部分群の存在そのものはほぼ自明になっ
たが、全ての一様離散部分群の構成と分類は今後の研究として残っている。更に、Bott 周期性が分
類と自己同型群の決定にも有効であることにも気がついた。



下の表はClifford代数の符号 (r, s)が小さい時の pseudo H-type Lie 環 (群) の自己同型群の自明
でない部分群を表す。他の指数 (r, s)に対する場合は、(r, s) = (r′ + 8, s), (r, s) = (r, s′ + 8)又は
(r, s) = (r′ +4, s′ +4)の関係にある小さな指数 (r′, s), (r, s′) 又は (r′, s′)場合からBott周期性に従
い決まる (5. 欄の [1], [5], [6], [11], [12])。
(4) 又、このベキ零多様体の sub-Laplacianの spectral zeta関数を Clifford 作用で不変な一様離

散部分群に対して決定し、一部についてはその留数を計算し、Riemannの場合との違いを見出した。
特別なケースについては留数がRiemann zeta関数の整数点での値の交代和で書かれ、この spectral

zeta関数が古典的な問題とも関係することも分かり、今後研究すべき事柄の一つが明確になって来
た (5. 欄の [2], [3]) 。
(5) Cayley射影平面 P 2O の余接束 \{0}(= punctured cotangent bundle T ∗

0P
2O)を複素 27次元

ユークッリッド空間の余次元 11の 2次曲面として実現し、自然なKähler構造が入っている事は既に
本研究代表者が 20年あまり前に証明をしたが、本研究の結果、更にCalabi-Yau構造もあることが
分かった。そのためにはCalabi-Yau構造を与える各点で消えない正則な 16-formを具体的に記述す
る必要があるが、複素 8元数 (8元数体を複素化したもの) を 2×2の二つの複素行列で表現すること
により T ∗

0P
2O に好都合な正則座標近傍系を導入することが出来、更にF4群作用で不変であること

も示した。これらを用いて古典的な場合に対応する Fock 空間の系列の構成と、それらからCayley

射影平面上の 2乗可積分関数の空間への変換 (= Bargmann type transformation)を構成し、長年懸
案だった当初の目的は完全に果たせた (Kurando Baba, Kenro Furutani, Calabi-Yau structure and

Bargmann type transformation on the Cayley projective plane, 62 page, March 2022, Advance

Publication in the Journal of the Mathematical Society of Japan)。これらの結果の一つの系とし
て、この Fock 空間は再生核を持つ Hilbert空間であることまでは分かった。この再生核と超幾何
関数が関係するようにも見えるが、それらは Töplitz作用素の研究と共に次期の科研費による研究
の一つの問題である。

(3) の結果の表

8 GL(p,R) 　 　
7 O(p,p,R) U(p, p) Sp(p, p) Sp(p, q)× Sp(p, q)

6 O(2p,C) O∗(2p) GL(p,H) Sp(p, q)

5 O∗(4p) O∗(2p)×O∗(2p) O∗(2p) U(p, q)

4 GL(p,H) O∗(2p) O(p,C) O(p, q,R) GL(p,R)
3 Sp(p, p) U(p, p) O(p, p,R) O(p, q,R)×O(p, q,R) O(p, p)

2 Sp(2,C) Sp(2p,R) GL(2p,R) O(2p, 2q,R) O(2p,C)
1 Sp(2p,R) Sp(2p,R)× Sp(2p,R) Sp(4p,R) U(2p, 2q) O∗(4p)

0 Sp(2p,R) Sp(2p,C) Sp(p, q) GL(p,H)

s/r 0 1 2 3 4

3 U(p, p) Sp(p, p) Sp(p, q)× Sp(p, q)

2 O∗(2p) GL(p,H) Sp(p, q)

1 O∗(2p)×O∗(2p) O∗(2p) U(p, q)

0 O∗(2p) O(p,C) O(p, q,R) GL(p,R)
s/r 5 6 7 8

(注) 表は、Basic class に対してminimal admissible moduleの p個 (同型でないのが二つあると
きは p個と q個)の直和で構成した pseudo H-type Lie 環の自己同型群の主要部分を表す。高次元
の場合は Bott周期性に従って決定される。
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