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研究成果の概要（和文）：数式処理の技法を援用して、ランク9の２変数超幾何関数 F9 に関する新しい結果を
導出した。また、電気通信で用いられる特殊関数である一般マーカムQ関数についての新しい公式を得た。さら
に一般の場合にグロタンディーク局所留数の計算を行うアルゴリズムを与えた。これらの計算アルゴリズムは数
式処理システム Risa/Asir に実装した。

研究成果の概要（英文）：We obtained new results for F9 a hypergeometric function in two variables of
 rank 9 using computer algebra based methods.  We also derived some formulae for the generalized 
Marcum Q-function.  In addition, we gave an algorithm for computing Grothendieck local residues in 
the general case.  These algorithms are implemented in a computer algebra system Risa/Asir.

研究分野：複素解析

キーワード： 複素解析　超幾何関数　数式処理
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の目的は、多変数超幾何関数について、パッフィアン方程式や関数等式などのさまざまな公式(関係式)を
数式処理の技法を援用しながら導出することである。これらの公式は純粋数学としての興味だけでなく、応用数
学の面からも興味深く実用性のあるものである。例えば、パッフィアン方程式は、多変数超幾何関数やより一般
にホロノミック関数の数値評価を行うのに極めて有効である。計算数理統計など関連する諸分野が急速に発展す
る中で、計算効率のよい公式を探索することの重要性は増している。そのため、それらの公式を組織的に導出し
ていくことは学術的にも重要であり、また社会的にも意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
ガウス超幾何関数はパラメータをもつ関数である。１９世紀初頭のガウスにはじまり、約２００
年の研究の歴史がある。ガウス超幾何関数は、隣接関係式、クンマーの変換、ガウスの２次変換、
グルサの３次変換、接続関係式など、さまざまな顕著な性質をもつ。その多数の公式(あるいは
公式を導出できるという事実)から、具体的に計算に使うことができる関数(特殊関数)という性
質があり、古典解析や物理学などで幅広く用いられている。また、ガウス超幾何関数のパラメー
タに特殊な関係を与えたり、特別な極限操作(合流操作) を繰り返すと、直交多項式が現れたり、
ベッセル関数など有用な関数が現れたりもする。ガウス超幾何微分方程式は２次元の解空間を
持つので、解とそのオイラー微分による「導関数」を並べたベクトル値関数は一階の常微分方程
式を満す。この方程式をパッフィアン方程式と呼ぶ。原点近くの近似値は級数表示から求まるの
で、パッフィアン方程式の初期値問題と解釈することで、超幾何微分方程式の解の数値的接続が
計算できる。 
 
ガウス超幾何関数の拡張である多変数超幾何関数も、具体的な計算で有用な関数である。例えば、
多変数超幾何関数は代数幾何学における周期積分と深い関係があり、多変数超幾何関数で代数
方程式の根を表示したり、代数曲線をパラメトライズしたり、尖点のまわりの様子を調べること
ができる。もしも多変数超幾何関数について基本的な公式がわかれば、代数幾何におけるよい道
具となることが期待できる。また統計学における分割表に基づく多項超幾何分布について、期待
値の計算やパラメータの決定(最尤推定問題)を行うためには、多変数超幾何関数の具体的な数値
計算が必要になってきている。このように多変数超幾何関数の性質を調べ、ガウス超幾何関数と
類似した公式を見つけることには価値がある。多変数超幾何関数の場合でも、ベクトル値関数が
一階線形偏微分方程式系を満すように表すことができる。これをガウス超幾何関数のときと同
様に、パッフィアン方程式と呼ぶ。したがって初期値の計算ができれば、ルンゲ・クッタ法など
の数値的手法を用いて解を接続することで、任意の点での関数値・微分値の数値評価が期待され
る(ホロノミック勾配法)。しかし、多変数の問題では、以下に述べるように、一変数のガウス超
幾何関数のときにはなかった障害がある。 
 
多変数超幾何関数は斉次線形偏微分方程式系を満す。これを有理関数係数の微分作用素環にお
ける左イデアルの生成系とみる。このとき、この左イデアルによる剰余環の基底の選び方に依存
して、パッフィアン方程式を構成することができる。必要な道具はグレブナー基底を用いた、左
イデアル計算である。基底を取り替えるとパッフィアン方程式の特異点集合も変化する。もとの
偏微分方程式系の(D 加群の意味での)特異点集合にはなかった特異点を見掛けの特異点と呼ぶ
が、パッフィアン方程式における見掛けの特異点の存在は、数値解析など応用への障害となって
いる。アペルの超幾何関数など少数の場合を除いて、多変数超幾何関数やホロノミック関数では、
基底のよい取り方については未解決問題である。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、多変数超幾何関数について、パッフィアン方程式や関数等式などのさまざまな
公式(関係式)を数式処理の技法を援用しながら導出することである。これらの公式は純粋数学と
しての興味だけでなく、応用数学の面からも興味深く実用性のあるものである。例えば、パッフ
ィアン方程式は、多変数超幾何関数やより一般にホロノミック関数の数値評価を行うのに極め
て有効である。これらの公式は純粋数学としての興味だけでなく、応用数学の面からも興味深く
実用性のあるものである。例えば、パッフィアン方程式は、多変数超幾何関数やより一般にホロ
ノミック関数の数値評価を行うのに極めて有効である。計算数理統計など関連する諸分野が急
速に発展する中で、計算効率のよい公式を探索することの重要性は増している。探索は数式処理
システム上に専用のソフトウェアを実装することで行う。この先には、より一般化された多変数
超幾何関数の一族に対して、新しい公式を発見し、それらを系統的に理解していくという長期的
な目標がある。 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究の目的は、多変数超幾何関数に関する公式を導出することであるが、ここではパッフィア
ン方程式を例に取り、研究の方法を述べる。 
まず多変数超幾何関数は斉次線形偏微分方程式系を満す。これを有理関数係数の微分作用素環
における左イデアルの生成系とみる。このとき、この左イデアルによる剰余環の基底を、パッフ
ィアン方程式の基底といい、その基底を用いて、パッフィアン方程式を構成することができる。
必要な道具は微分作用素環でのグレブナー基底を用いた、左イデアル計算である。一般にパッフ
ィアン方程式の具体形や特異点集合は、パッフィアン方程式の基底に依存し、また特異点集合 T 
は、もとの超幾何微分方程式系の D加群の意味での特異点集合 S の super set になっている。



数値解析の観点からは、特異点集合が小さいほど、ルンゲ・クッタ法などの数値計算法が適用し
やすくなる。パッフィアン方程式の基底の選び方は、応用における有用性にも関係する重要なポ
イントである。特異点集合が最小かつ、極の位数がであるようなパッフィアン方程式とその基底
をそれぞれ、よい方程式、よい基底と呼びたい。よい基底が存在するか否かは未解決問題であり、
よい基底を選ぶ一般的方法も知られていない。 
そのため、数式処理の技法を援用しながら、具体的な多変数超幾何関数もしくは多変数特殊関数
に対し、ケースバイケースで調べていくことになる。つまり、 
(1) 特異点集合 S を求める(グレブナー基底の方法で実行可能) 
(2) できるだけ、T が S に近くなるような、パッフィアン方程式の基底を探す 
(3)パッフィアン方程式を具体的に与える(グレブナー基底の方法で実行可能)。 
という手順で計算を行う。 
ステップ(1)ではワイル代数を考え、ステップ(3)では有理関数係数の微分作用素環を用いるが、
それぞれグレブナー基底の方法によって数式処理システムで原理的には計算可能である。実際
の計算は計算量の問題が生じるため容易とは限らないが、数学的洞察を用いてボトルネックを
突破する。 
 
 
４．研究成果 
 
本研究の目的は、多変数超幾何関数について、パッフィアン方程式や関数等式などのさまざまな
公式(関係式)を数式処理の技法を援用しながら導出することである。これらの公式は D 加群理
論や多変数複素解析など純粋数学としての興味だけでなく、応用数学の面からも興味深く実用
性のあるものである。また長期的な目標は、より一般化された多変数超幾何関数の一族に対して、
新しい公式を発見し、それらを系統的に理解していくことである。 
 
ランク９の２変数超幾何関数 F9 について、そのオイラー型積分表示に現れる局所系について
深く研究を行った。一般にオイラー型積分表示について調べることで、超幾何関数の重要な性質
が明らかになることが経験的に知られている。研究結果は、学術雑誌に掲載された。 
 
数理統計学に現れる非心複素 Wishart 行列の最大固有値の確率分布について研究を行った。こ
の分布関数は超幾何関数によって表示できることは知られているが、この表示をうまく使って、
累積確率の数値計算を行った。研究結果は日本数学会で発表した。論文は学術雑誌への投稿に向
けて準備中である。 
 
上記の研究に付随して、グロタンディーク局所留数の厳密な計算アルゴリズムについても研究
を進めた。D加群の理論を援用し、分母を与える多項式集合が、特別な性質をもつ場合と、一般
の場合に、それぞれ計算アルゴリズムを構成し、実際に数式処理システムに実装して検証を行っ
た。これらの結果は、学術雑誌に掲載された。 
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