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研究成果の概要（和文）：ノイマン-ポアンカレ作用素と呼ばれる境界積分作用素の固有値と領域境界の滑らか
さの関係についての研究を行なった。ノイマン-ポアンカレ作用素の固有値の集積の速さは、異常局在共鳴とも
密接に関係している。主に２次元領域においてラプラシアンに付随するノイマン-ポアンカレ作用素とラメ作用
素に付随するノイマン-ポアンカレ作用素に対して解析を行い、一般に領域境界が解析的な曲線の場合は固有値
が集積点へ指数関数的に集積することを示した。

研究成果の概要（英文）：We have studied the relationship between the eigenvalues of Neumann-Poincare
 operators which are  boundary integral operators, and the smoothness of the boundary, mainly in 
two-dimansions. The decay rate of the eigenvalues of Neumann-Poincare operator has a close 
relationship with anomalous localized resonance. We have studied the Neumann-Poincare operator 
associated to both the Laplace operator and the Lame operator, and we obtained the followings: if 
the boundary is an analytic curve, then the eigenvalues of Neumann-Poincare operator accumulate 
exponentially.

研究分野： 数学解析

キーワード： スペクトル解析　ノイマン-ポアンカレ作用素

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
異常局在共鳴とは、数学的には微分方程式の楕円性が崩れる際にある条件のもとに見られる現象で、領域外部に
エネルギーの供給源がある場合に領域境界上でエネルギーの異常な高まりを示し、遠方では微分方程式の解が有
界となることである。異常局在共鳴は、物理的にも大変興味深い現象でクローキングやスーパーレンズなど、さ
まざまな応用が考えられている。異常局在共鳴を示す際には、ノイマン-ポアンカレ作用素の固有値の集積の速
さが密接に関係していることが知られており、今後の研究でどのような性質をもった領域で異常局在共鳴が起こ
るかを研究する際の足掛かりとなる研究である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 

ノイマン-ポアンカレ（NP）作用素は境界積分作用素の一つであり，従来から偏微分作用の
境界値問題の解を構成する際に用いられてきた．それらの問題に対する NP 作用素の役割とし
ては，主に作用素のレゾルベントの存在にあった． 

近年，金や銀などの貴金属やメタマテリアルなどの人工物質のナノサイズの粒子に対するプ
ラズモン共鳴と呼ばれる現象の研究が非常に盛んに行われており，さまざまな応用（スーパーレ
ンズ，クローキングなど）が考えられている．プラズモン共鳴現象の数学的な解析において，NP
作用素のスペクトル解析が有効であることが分かってきており，NP 作用素のスペクトル構造を
調べることは非常に重要である． 
 
２．研究の目的 
 

本研究の目的は，NP 作用素のスペクトル解析を詳細に行い，境界積分作用素に付随するさ
まざまな現象の数学的解析を行うことである．また，領域の形状や領域境界の滑らかさと NP 作
用素のスペクトルの性質が密接に関連していることが段々と分かってきた．また，NP 作用素は
微分作用素に付随して定義されるので，微分作用素の性質と NP 作用素のスペクトルは関連し
ている．そこで，具体的には以下のような目的で研究を行う． 

 
(1) 2 次元の有界領域において，境界の形状や滑らかさと NP 作用素のスペクトル構造について

の研究を行う．2 次元領域においては複素関数の手法が応用できるので，初等的な既存の研
究結果を有効に活用できるという利点がある． 

(2) ラプラス作用素に付随する NP 作用素だけでなく，ラメ作用素に付随する NP 作用素のスペ
クトルの性質を明らかにしていく．ラメ作用素に付随する NP 作用素はコンパクトではない
ことがわかっており，そのスペクトル構造の解析は非常に興味深い． 

(3) 3 次元において領域を徐々に変形していった際の NP 作用素の固有値の挙動について調べ
る．特に，球面から変形していく際，適当に有限個の固有値をまとめて和を取ると一定の値
1/2 になることが予想される． 

 
３．研究の方法 
 
(1) ある種の定数を領域の内部と外部で異なる値を設定して，微分作用素のトランスミッション

問題の解を構成することで NP 作用素の固有値および固有関数を得るという従来の手法を
基本とする．ここで構成された解は，プラズモン共鳴現象を示すある種のエネルギー量の計
算においても重要な役割を果たす． 

(2) 2 次元の領域を扱う際には，複素関数論的手法を用いる．NP 作用素の積分核の解析接続を
行い，固有値の集積速度を評価する． 

 
４．研究成果 
 

有界な領域Ωの境界 Ωが , 級（0 ≤ < 1）の滑らかさをもつとき，ラプラシアンに付随す
る NP 作用素 ∗ はコンパクトであることが知られている．したがって， ∗ の固有値{ } は
多重度を込めて以下のように番号付けることができる： 

1/2 > | | = | | ≥ | | = | | ≥ ⋯ → 0. 
また，固有値{ } の0への収束の速さは，プラズモン共鳴現象の存在と非常に関係があること
が既存の研究で分かっている． 

2 次元の場合，境界 Ωが 級（ ≥ 2）のときには，任意 > − + 3/2に対して| | = ( )
となることが知られている（Miyanishi-Suzuki(2017)）． Ωが解析的な曲線のときには，曲線の
解析的なパラメータ表示 ( )を用いることで，NP 作用素の積分核を の修正最大グラウエルト
半径 と呼ばれるところまで解析接続することができる． Ωの修正最大グラウエルト半径とは，
あらゆる解析的なパラメータ表示 に関する修正グラウエルト半径の上限 = sup と定義す
る．NP 作用素の積分核をフーリエ展開して，展開係数をコーシーの積分定理を用いて評価する
ことにより以下の定理１を得る．定理１の固有値の評価は，ある意味で最良である． 
 
定理１[1]．2 次元の有界な領域Ωの境界 Ωが解析的な曲線とし， を境界 Ωの修正最大グラウ
エルト半径とする．{ } をラプラシアンに付随する NP 作用素 ∗ の固有値を以下のような
順番に並べたものとする： 

1/2 > | | = | | ≥ | | = | | ≥ ⋯ → 0. 



このとき， < を満たす任意の に対してある定数 が存在して，任意の自然数 に対して 

| | = | | ≤  

が成り立つ． 
 

ラメ作用素はシステムなので，それ付随する NP 作用素 はラプラシアンの場合とは異なり
多項式コンパクトとなり，固有値はラメ定数により決まる 2 点± に収束する（Ando-Ji-Kang-
Kim-Yu(2018)）．2次元の有界領域Ωの境界 Ωが解析的なときは，各集積点± に収束する固有値
の列に関する部分空間へ を射影し，定理 1と同様に積分核を解析接続して固有値の指数的な集
積の評価を得る．ただし，技術的な問題により，修正最大グラウエルト半径は円から Ωへのリ
ーマン写像 に付随するものに限られる． 
 
定理２[2]．2 次元の有界な領域Ωの境界 Ωが解析的な曲線とし， を境界 Ωのリーマン写像に

付随する修正最大グラウエルト半径とする．このとき，ラメ作用素に付随する境界 Ω上のNP 作
用素 の± に収束する固有値 ±は， < を満たす任意の に対して以下のような漸近挙動を示
す： 

± = ± + ( ),      → ∞ 

 
境界 Ωが 級（ ≥ 2）のときには，Miyanishi-Suzuki(2017)で用いられた手法を使う．すな

わち，集積点± に収束する固有値の列に関する部分空間への の射影をとり，各射影空間上で
積分核がソボレフ空間 ,

, ( Ω × Ω)（ + ≤ − 2 + ）に属する程度の滑らかさを持つこ
とを示す．このことから，Delgado-Ruzhansky(2014)の結果より固有値の収束列が適切な Shatten
クラスに属することが分かり，以下の定理を得る． 
 
定理３[2]．2次元の有界な領域Ωの境界 Ωは , 級（ + > 2，0≤ < 1）の曲線とする．この

とき，ラメ作用素に付随する境界 Ω上のNP 作用素 の± に収束する固有値 ±は， >
−( + ) + 3/2を満たす任意の に対して以下の漸近挙動を示す： 

± = ± + ( ),      → ∞ 

 
3 次元空間の球面 Ω上の滑らかな関数 に対して Ωの以下のような摂動 

Ω(ℎ) = { + ℎ ( ) ( ) ∶ ∈ Ω} 

を考える．ℎは微小なパラメータである．境界 Ω(ℎ)上の NP 作用素 ( )
∗ の固有値をラプラシア

ンのトランスミッション問題と結びつけることで調べることができる．このトランスミッショ
ン問題については Grieser(2014)によって研究されており，その結果を使うと各固有値のℎ = 0
における微分係数と固有関数の導関数を含むある種の境界積分を結びつける公式を得ることが
できる．球面 Ω上の NP 作用素の固有関数は球面調和関数 , であり，球面調和関数の導関数に
ついての新たな公式を導くことで以下の定理を得る．具体的な例の計算より，∑ , (ℎ) = 1/2
が成り立つことが予想されるが，定理 4はこの予想に対して部分的な結果を与えている． 
 
定理 4[3]．3 次元球面 Ωからの微小な摂動を Ω(ℎ)とする． , (ℎ)（− ≤ ≤ , = 0,1,2,⋯）を
ラプラシアンに付随する境界 Ω(ℎ)上の NP 作用素 ( )

∗ の固有値とすると，任意の ∈ ( Ω)
に対して，以下が成り立つ： 

ℎ , (ℎ) = 0,       = 1,2,3,⋯ 
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