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研究成果の概要（和文）：有限体上において多数の有理点をもつ代数曲線を発見した。種数５について、最大曲
線でないセール上界に達する代数曲線と最大曲線を見つけた。種数６について、最大曲線となるWimanの６次曲
線の性質を調べた。種数７について、最大曲線でないセール上界に達する代数曲線と最大曲線を見つけた。種数
１０について、新しい最大曲線を発見した。また、データベースhttp://www.manypoints.org/を更新した。

研究成果の概要（英文）：We find algebraic curves over finite fields with many rational points. For 
genus 5, we find maximal curves and algebraic curves attaining the Serre bound which are not 
maximal. For genus 6, we analyze the property of the maximal curves of the Wiman sextics. For genus 
7, we find maximal curves and algebraic curves attaining the Serre bound which are not maximal. For 
genus 10, we find new maximal curves and compute their Jacobian decompositions. Also, we update the 
database http://www.manypoints.org/.

研究分野： 多数の有理点をもつ代数曲線

キーワード： 代数曲線　有理点　符号理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ICT 社会基盤の正確性を保つため、誤り訂正符号の理論は不可欠である。 1970年代にゴッパが代数幾何符号を
発見した。その理論を用いると、有限体上において多数の有理点をもつ代数曲線から、効率のよい符号が構成で
きる。本研究の成果は、有限体上において多数の有理点をもつ代数曲線にあり、将来的に実用への貢献が期待で
きる。また代数曲線論は古くからある純粋数学の研究分野である。存在が知られていない代数曲線を、本研究に
おいて具体的に定義方程式を与えたので、数学としても意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　 C － １９、F － １９－ １、Z － １９　 (共通)

１．研究開始当初の背景

ICT社会基盤の正確性を保つため、誤り訂正符号の理論は不可欠である。1970年代にゴッパが代

数幾何符号を発見した。その理論を用いると、有限体上において多数の有理点をもつ代数曲線から効

率のよい符号が構成できる。代数曲線論は古くからある数学の研究分野である。しかし有限体上の代

数曲線について未知の部分が多く残されている。

２．研究の目的

本研究は、有限体上の代数曲線の中で、効率のよい符号を構成するものの発見と規則性の解明を目

指す。具体的に述べると、セール上界に達するものをターゲットに絞っている。最大曲線とそうでな

いものがあるが、それぞれの特徴を明らかにしたい。研究期間中に、すべてを解明することが困難な

ため、種数が比較的小さいものに重点を置く。

３．研究の方法

本研究は 3つの段階に分けて進めた。

(1) 色々な代数曲線についてヤコビアン分解を計算する。

(2) ヤコビアン分解できた代数曲線についてコンピュータ探索を行い、セール上界に達するで具体例

を発見する。

(3) 最大曲線とそうでないものに分けて、それぞれの特徴を解析する。

４．研究成果

研究成果を種数ごとに分類して、以下順番に抜粋して解説する。

(1)種数 5の代数曲線

kを標数 pの体とし、p 6= 2, 3, 5とする。次のような 6次代数曲線 C を k上に定義した。

C : x3y3 + x5 + y5 + ax2y2 + bxy + c = 0,

ただし a, b, c ∈ k and c 6= 0。

ヤコビアン分解を計算し、コンピュータ探索した結果、以下の具体例を得た。

x3y3 + x5 + y5 + 2x2y2 + 4xy + 25 = 0

は有限体 F31上で 82個の有理点をもつ。

Fq #C(Fq) old entry

31 82 −82

71 152 −152

115 165062 −165062

さらにCは (q, a, b, c) ∈ {(71, 4, 46, 36), (191, 134, 126, 2), (115, 10, 9, 10)}

のとき有限体 Fq 上でセール上界に達する。加えて、データベー

ス http://www.manypoints.org/を右表のように更新できた。

次に、最大曲線に関する結果を紹介する。

(p, a, b, c) ∈ {(29, 17, 28, 28), (31, 1, 3, 7), (41, 28, 29, 31),

(59, 9, 16, 28), (61, 11, 9, 10), (71, 0, 62, 64), (79, 5, 10, 12),

(89, 8, 20, 8), (101, 46, 89, 38), (109, 4, 87, 7), (131, 0, 107, 97),

(139, 2, 43, 122), (149, 5, 43, 59), (151, 5, 41, 115), (179, 7, 152, 90), (181, 67, 41, 18), (191, 2, 9, 17),

(199, 17, 196, 24)}のとき、C が有限体 Fp2 上で最大曲線となる。ここから予想を与えた:

p > 23、p ≡ ±1(mod5)のとき、種数 5の代数曲線 C が存在し、有限体 Fp2 上で最大曲線となる。

まだ証明できていない。



(2) 種数 7の代数曲線

p 6= 2, 3とし、kを標数 pの体とする。k上で代数曲線W を定義した。

W : x4y2 + y4 + x2 + x2y4 + y2 + x4 + bx2y2 = 0,

ただし b ∈ k。

楕円曲線を Ei : y
2 = xfi(x) (i = 1, 2, 3)

f1(x) = x2 − bx− (b− 3),

f2(x) = (x− 1)(x− (b − 2)),

f3(x) = x2 + (b2 − 12)x− 16(b− 3)

とすると、代数曲線W のヤコビアンは体 k上で完全分解する:

JW ∼ E3

1 × E3

2 × E3

つまり、種数 7である。また、

A1 =
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2
⌋

∑
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m!

(i!)2(m− 2i)!
(−1)m−ibm−2i(b − 3)i,
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m
∑
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(

m

i

)2

(b − 2)i,

A3 =

⌊m

2
⌋

∑

i=0

m!

(i!)2(m− 2i)!
(−16)i(b2 − 12)m−2i(b − 3)i

とおくと、定理を得る: b ∈ Fpのとき、代数曲線W が有限体 Fp2 上で最大曲線であることと

A1 ≡ A2 ≡ A3 ≡ 0(mod p)

は必要十分である。

最後に、(p, b) ∈ {(21313, 3663), (30269, 10886), (61519, 56766), (76163, 6230)}のとき、代数曲線

W は有限体 Fp3 上で Serre上界に達する。

(3) 種数 10の代数曲線

有限体 Fp2 上で代数曲線 Up,bを定義した。

Up,b : x
6 + y6 + 1 + bx2y2 = 0

p ≥ 5のとき、 代数曲線 Up,bは種数が 10であり、ヤコビアン分解は

Jac(Up,b) ≃F
p2

E3

1 × E2 × E3

3 × E3

4

となる。ただし、楕円曲線は

E1 : y2 = x3 + 3(b+ 6)x2 + 3(b+ 3)(b+ 12)x+ 27(b+ 3)2,

E2 : y2 = x3 − 33b2x2 + 2333b(b3 + 27)x− 3324(b3 + 27)2,

E3 : y2 = x3 + 2bx2 + b2x− 22,

E4 : y2 = x3 − 48b2x2 + 768b(b3 + 27)x− 4096(b3 + 27)2

である。

さらに、(p, b) ∈ {(89, 58), (101, 96), (131, 100), (191, 116), (227, 69), (239, 94), (251, 3)}のとき、代

数曲線 Up,bは有限体 Fp2 上で最大曲線となる。
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