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研究成果の概要（和文）：角度の観測を含むデータの統計解析法として、コピュラの研究が近年盛んに行われて
いる。しかし、既存のコピュラは単純な依存関係しか表すことができないという問題点があった。本研究では、
２つの新たな統計モデル、つまり、(1) 既存のコピュラとは異なる依存関係を持つトーラス上のコピュラ（２つ
の角度のペアのデータのためのコピュラ）、(2) シリンダー上のコピュラ（角度と実数値のペアのデータのため
のコピュラ）に関連した確率分布、を新たに提案した。そして、提案した２つの統計モデルが扱いやすい多くの
統計的性質を持つことを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：Copula has gained its popularity as a tool for analyzing multivariate data 
which include angular observations. However existing copulas for such data can express only limited 
relationships between variables. In this research project, we have proposed new families of copulas 
on the torus which can be used for the analysis of pairs of two angles. It has been seen that the 
proposed copulas can express different dependence structures from the existing ones. In addition, in
 order to analyze pairs of a linear and angular variables, we have presented a new family of 
probability distribution on the cylinder which is derived from a general class of copulas on the 
cylinder. It has been shown that both of the proposed models have various tractable properties.
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、角度の観測を含む２変量データに対する新たな２つのモデルを提案した。１つ目のモデルは２次元
トーラス上のコピュラであり、このコピュラが既存のコピュラでは表現できなかった多様な依存関係を表現でき
ることを示した。また、２つ目のモデルは、２次元シリンダー上のコピュラに関連した確率分布である。この分
布は、パラメータの解釈がしやすく、解析的に扱いやすい多くの性質を持つことを明らかにした。本研究で提案
した２つのモデルは、理論的な扱いにくさ故に考慮されないことが多かった角度の情報を統計解析に有効的に活
用することを可能とし、様々な学術分野へと応用される可能性があると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

 
様々な学問分野において、角度として表される観測値が得られることがある。例えば、気象学

における風向の観測はその一例である。風向は、北を 0 とし、時計回りを正の向きとすれば、東
を π/2、南を π、西を 3π/2のように角度で表すことができる。つまり、任意の風向は 0 以上 2π未
満の角度 θ、もしくは円周上の点(cos θ, sin θ)として表現できる。他には、バイオインフォマティ
クスにおける分子のねじれ角も同様に、角度の観測と解釈することができる。その他、医学・地
震学・動物行動学などの分野においても角度の観測が存在している。 

角度のデータには、統計解析をする上で大きな問題がある。それは、このようなデータを解析
する上では、統計学が主に対象としている実数値データのための解析手法をそのまま使うこと
ができないという問題である。そしてこの問題は、角度の１変量データに対してのみではなく、
角度の観測を含む多変量データについても同様に当てはまる。つまり、データに１つでも角度の
観測が含まれている場合には、ユークリッド空間 Rd 値データのための手法をそのまま用いるこ
とができないのである。これは、観測機器などの発達により多くの変量を持つデータが得られる
ようになった現代において大きな問題である。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、角度の観測を含むデータのためのコピュラの理論を構築することである。コ

ピュラは変量間の依存関係を記述するための確率分布である。コピュラを用いることにより、多
様な変量間の依存関係をモデル化することが可能となる。コピュラは近年、多くの理論研究がな
され、ファイナンスを始めとして様々な学術分野で応用されはじめている。本研究では、角度の
観測を含む多変量データのためのコピュラの理論の発展のため、既存研究とは異なるアプロー
チを用いて、多様な依存関係を記述でき、かつ数学的な扱いやすさを持つコピュラおよびコピュ
ラに関連した確率分布の提案を目指した。 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究では、コピュラに関連した２つの研究テーマに取り組んだ。具体的には、(1) 新たな２

次元トーラス上のコピュラの研究、そして、(2) 新たな２次元シリンダー上の確率分布の研究、
である。以下、それぞれの研究の方法について述べる。 
 

(1) １つ目の研究として、新たな２次元トーラス上のコピュラ（２つの角度のペアのデータのた
めのコピュラ）の提案とその統計的性質・推測の考察を行った。この研究にあたっては、研
究代表者の過去の研究結果（Kato and Jones, 2015）のアイデアの一部を活用して取り組ん
だ。Kato and Jones (2015)では、円周上の新たな非対称分布を提案し、その統計的性質を
調べている。この研究そのものはコピュラとは直接関係はないが、この論文の着目すべき点
は、分布の導出を特性関数の特徴付けによって行った点にある。研究代表者は、このアイデ
ア（特性関数による特徴付け）をコピュラの提案に生かすことで、新たな２次元トーラス上
のコピュラを得た。 

(2) ２つの目の研究では、新たな２次元シリンダー上の確率分布（角度と実数値のペアのデータ
のための確率分布）を提案し、その統計的性質・推測の考察を行った。この研究では、Johnson 
and Wehrly (1978)の結果を一部参考にした。彼らは、周辺分布を自由にとることができる
２次元シリンダー上の確率分布族を提案した。この分布族は、確率変数変換により、２次元
シリンダー上のコピュラとみなすことができる。この一般的な分布族の定義を変更し、実数
上の周辺分布、円周上の周辺分布、コピュラ関数に適当な仮定をおくことにより、新たな２
次元シリンダー上の確率分布を得た。 

 
上記に述べた方法で、新たな２次元トーラス上のコピュラ、および、新たな２次元シリンダー

上の確率分布を提案し、それぞれの分布の統計的性質について考察した。 
 
 
４．研究成果 
 
以下、本研究の研究成果を年度ごとにまとめて述べることにする。 
 
(1) ［平成 29 年度］ １年目にあたる平成 29 年度には、新たな２次元トーラス上のコピュラ

の提案およびその統計的性質・推測の考察を行った。このコピュラを提案した方法について
は、「３．研究の方法」の(1)で述べた通りである。そして、提案したコピュラは、既存のト



ーラス上のコピュラとしてよく知られる Wehrly and Johnson (1980)のコピュラでは成し
えなかった中央や裾付近での多様な依存関係を表現することが可能となることを示した。
また、このコピュラは、分布関数や確率密度関数が陽に表せること、パラメータの解釈が容
易であること、dependence measure が簡潔に表現できること、最尤法に基づくパラメータ
推定値を数値的に求めることができることなど、扱いやすい多くの性質が成り立つことを
明らかにした。 

トーラス上のコピュラについては、既存のモデルは（研究代表者の知る限り）すべて
Wehrly and Johnson (1980)のコピュラのサブモデルであり、単純な依存関係を持つモデル
であった。それに対して本研究のコピュラは、中央付近や裾の挙動を調節することができ、
Wehrly and Johnson (1980)のコピュラでは実現できない依存関係の表現を可能としている。 

新たに提案した２次元トーラス上のコピュラにより、理論的な扱いにくさ故に考慮され
ないことが多かった角度の情報をコピュラによる解析に有効的に取り込むことが可能とな
る。これにより、コピュラの理論の進展および様々な学術分野への応用が期待できるのでは
ないかと考えている。 

 
(2) ［平成 30 年度］ ２年目に当たる平成 30 年度は、新たな２次元シリンダー上の確率分布

の研究を行った。その分布の導出については、「３．研究の方法」の(2)で述べたため、ここ
では割愛する。提案した分布について、以下の扱いやすい性質が成り立つことを明らかにし
た。 

(a) 確率密度関数を、積分や無限級数などを含まない陽な形で表わすことができる。 

(b) 実数値変数の周辺分布が実数上のコーシー分布、角度の変数の周辺分布が円周上のコ
ーシー分布となる。 

(c) 実数値変数を与えたときの角度の変数の条件付き分布が円周上のコーシー分布となり、
角度の変数を与えたときの実数値変数の条件付き分布が実数上のコーシー分布となる。 

(d) パラメータは５つあり、それぞれのパラメータの解釈が明確である。２つのパラメータ
は実数値変数の周辺分布の位置と尺度、２つのパラメータは角度の変数の周辺分布の
位置と集中度、そしてもう１つのパラメータは変数間の関係の強さを調節する。 

(e) ２つの(0,1)上の一様乱数を用いて、得られた分布に従う２次元確率ベクトルを棄却な
く１つ発生することができる。 

上記の性質(a)-(e)は、Johnson and Wehrly (1978)による一般の分布族には成立せず、
また、研究代表者の知る限り、他の既存のシリンダー上の分布においても全てが成り立つも
のは存在しない。今回得られた分布は、その解析的な扱いやすさにより、シリンダー上のデ
ータの統計解析において有用となると考えている。 

 
(3) ［令和元年度］ ３年目に当たる令和元年度は、２年目の研究で得られた２次元シリンダー

上の確率分布の性質を引き続き研究するとともに、関連した回帰モデルの提案およびその
性質の研究を行った。２年目の研究で得られた２次元シリンダー上の確率分布について、３
年目は以下の結果を得た。 

(a) 最尤推定量の漸近分散が陽な形で表されることを示した。 

(b) ２つの位置パラメータの最尤推定量と２つの尺度パラメータの最尤推定量を除き、任
意のパラメータのペアの最尤推定量は直交することを示した。 

(c) 特性関数または確率点に基づくパラメータの推定量が陽な形で表されることを示した。 

(d) 提案した確率分布の密度関数の最頻値に関する結果を一般化し、ある条件の下での
Johnson and Wehrly (1978)によるコピュラの密度関数の最頻値を得た。 

また、２次元シリンダー上の確率分布に関連した話題として、２つの回帰モデルの提案を
行った。いずれも、２次元シリンダー上の確率分布の条件付き分布から導かれる回帰モデル
である。(i)１つ目のモデルは角度を被説明変数、実数値を説明変数とする回帰モデル、(ii)
２つ目のモデルは、実数値を被説明変数、角度を説明変数とする回帰モデルである。これら
の回帰モデルの性質として、(i)と(ii)はいずれも回帰曲線がメビウス変換の形で表され、
それぞれのパラメータが解釈が容易であることを明らかにした。また、(i)は Fisher and 
Lee (1992)による回帰曲線をより柔軟にした回帰曲線を持つことがわかった。 

平成 30年度および令和元年度に得られた結果により、２次元シリンダー上の確率分布お
よび関連した回帰モデルは、モデルの解釈がしやすく、解析的に扱いやすい性質を持つこと
が明らかになった。これらの性質により、いずれの統計モデルもシリンダー上のデータの統
計解析において有用となると考えている。 
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