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研究成果の概要（和文）：本研究では、不確定な量子ノイズの影響を受けている場合における最適な量子状態推
定法を議論し次の研究成果を得た。（１）撹乱パラメータ（局外母数）が混在する量子状態族からなる量子統計
モデルに対する最適な推定法を議論するための一般理論枠組みの構築。（２）量子系におけるパラメータ推定問
題を最適な実験計画法の凸最適化問題として定式化し、撹乱パラメータを含むモデルに対する最適な測定の導
出。（３）推定誤差限界が特定の量子Fisher情報量を用いて表現されるための必要十分条件を導出とその情報幾
何学的な意味を明らかにした。（４）いくつかの具体的な物理モデルに提案手法を適用し、その有効性や先行研
究との比較を行った。

研究成果の概要（英文）：In this project, we developed the general framework to analyze the parameter
 estimation problem when a quantum system of interest interacts with unknown environment. As the 
main result, we established the quantum estimation theory for quantum statistical models containing 
nuisance parameters. We extended the theory of optimal design of experiments to the more general 
setting such as quantum state and channel estimation problem. The proposed method were applied to 
find an optimal estimation strategy for quantum estimation problems in the presence of nuisance 
parameters. We characterized quantum statistical models based on the properties of tangent spaces. 
Our method aimed at unifying different choices of operator monotone metrics on the quantum state 
manifold in quantum information geometry. We applied our proposal to several examples in physical 
systems to illustrate effectiveness of our approach. 

研究分野： 量子情報
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の意義は、量子精密測定技術の発展に不可欠な基本問題に対し、これまでの物理的なアプローチでは扱う
ことができなかった、特定のノイズモデルを仮定せずかつ不確定な要素を含むノイズの影響下での量子状態推定
問題に対する最適な量子推定方法の統計学的な理論枠組みの構築と現実の物理モデルでの評価である。本研究の
結果は、数理統計学・物理学・量子情報理論の融合性により得られるものであり、基礎科学研究として重要であ
るとともに、より現実的な問題設定での理論展開へとつながるので、今後の量子精密測定技術の発展につながる
ことが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
本研究では与えられた未知の量子状態を正確に推定するという統計学的問題を考える。量子系
では測定を行うと測定結果が Born の確率規則に従ってランダムに統計データとして得られる
ため、得られたデータに対してパラメータ推定といった統計的推定法を用いて状態を推定する。
測定結果が従う確率分布は量子状態と測定によって定まるため、推定誤差を限界まで小さくで
きるかどうかは、最適な測定を行うかどうかで決まる。 
現実の状況では量子系はノイズの影響を受けるため、量子精密測定技術の研究開発のために
はノイズの効果を統計的に解析することが不可欠である。ここで外部からのノイズとは、推定者
が制御できない環境系との相互作用により記述されるため、環境系の次元や相互作用ハミルト
ニアンの形に不確定な要素を含んでいる。統計学的にこの問題は、環境系も含めた大きな量子系
の部分的な量子系の状態に対する推定問題を考えることになる。このテーマでの先行研究は物
理的なアプローチが多く、また、個々の物理モデルに特化したモデル依存の結果がほとんどであ
り一般論が少ない。特に本研究で対象とする先行研究の問題点としては、物理的なアプローチの
ため統計学的な議論が不十分であったことである。より具体的にはノイズモデルを特定の 1 つ
のモデルに仮定し、ノイズのパラメータの値を完全に既知とした解析が行われてきた。先行研究
で見られる不自然な仮定のもとでの解析結果は、統計学的には必ずしも正しいとはいえない。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、「推定したい量子系が不確定な環境系との相互作用によるノイズの影響を受け
ている場合でも正確に推定を行うための最適な量子状態推定法の開拓」であり、その一般理論枠
組みの構築ための具体的な目的は次の４つである。 
(1) 量子撹乱パラメータ問題：複数のパラメータで記述される量子状態族を推定する際に推定し
たいパラメータ（構造母数）とノイズのような興味のない撹乱パラメータ（局外母数）が混在す
る量子状態の最適な推定法を議論するための一般理論枠組みを構築する。 
(2) 不確定なノイズの影響下での最適な測定の導出：不確定なノイズが作用している場合での与
えられた量子状態に対する最適な測定を導出する。特にどのような場合にノイズの不確定さが
推定誤差に寄与するかを議論する。これにより、既存研究では扱うことのできなかった、不確定
な要素を含む環境系からの影響を受けている場合での最適な量子状態推定法を提案する。 
(3) 量子情報幾何学に基づく量子ノイズモデルの分類・比較：推定したい量子状態族についてそ
の推定誤差がどれくらい小さくできるかは、量子状態族やノイズモデルの性質によって決まる。
そこで、推定誤差を解析的に評価できるクラスの分類を量子状態族とノイズモデルに対する特
徴づけとして導出する。 
(4) 具体的な物理モデルでの推定誤差評価：本研究では特定のモデルに依らない一般論を展開し
量子状態推定理論の統計学的基礎づけを目的の１つとしているが、原子系・量子光学系における
物理モデルとこれらの物理系における典型的なノイズモデルに適用し、評価を行い、先行研究と
の比較を行う。これにより、本研究で提案する統計学的に正しい解析方法の有効性を示す。 
 
３．研究の方法 
(1) 量子撹乱パラメータ問題：古典統計学では撹乱パラメータを含むような推定問題は非常に
多くの先行研究が存在する。まずは撹乱パラメータを含む量子統計モデルを考え、興味のある構
造パラメータに関する推定誤差を最小化する問題の一般理論枠組みの定式化を行う。特に、古典
統計学では情報幾何学的なアプローチが撹乱パラメータの効果を幾何学的にとらえて非常に有
効であることから、本研究でも量子情報幾何学的なアプローチを取る。 
(2) 不確定なノイズの影響下での最適な測定の導出：最適な測定の導出は統計学的には数理実
験計画法の問題であるが、一般論として確立していない。そこで、実験計画法を線形モデル以外
にも適用できるように拡張し、量子系におけるパラメータ推定問題を最適な実験計画法として
定式化する。この提案する方法を、撹乱パラメータを含むような量子統計モデルの推定問題に適
用する。 
(3) 量子情報幾何学に基づく量子ノイズモデルの分類・比較： 量子統計モデルの推定問題にお
ける問題の１つとして、最適な測定による推定誤差の限界が単純な情報量を用いて表現されな
いことがあげられる。そこで、推定誤差限界が特定の量子 Fisher情報量を用いて表現されるた
めの必要十分条件を導出し、その情報幾何学的な意味を明らかにする。 
(4) 具体的な物理モデルでの推定誤差評価： 
提案する一般理論枠組みを以下の具体的な物理モデルに適用する。 
① 磁場が確率的に揺らいでいる場合の周波数推定問題。 
② パウリ通信路におけるノイズのバイアス度推定問題。 
③ 一様磁場中電子の位置推定問題。 
④ 外れ量子状態を含むガウスシフトモデルに対するロバスト推定問題。 
 

４．研究成果 

(1) 量子撹乱パラメータ問題： 



① 撹乱パラメータを含む量子統計モデルにおける興味のある構造パラメータの推定誤差限界に
ついて評価するための一般理論枠組みを論じ、攪乱パラメータを含む量子統計モデルに対する
重要な推定量のクラスである、構造パラメータに関する局所不偏性という概念を定義した。次に
提案する推定量のクラスで最適な推定誤差限界に対していくつかの同値な表現を導出した。ま
た、量子２準位系における一般的な推定誤差の限界の表現や撹乱パラメータによる情報損失の
概念を量子系において定義した。 
② 量子多変数パラメータ推定問題と量子系における撹乱パラメータ問題に関する招待論文を発
表した。また、この論文においては、古典情報幾何学で知られているパラメータ直交化法を量子
系に拡張し、その有効性を示した。量子撹乱パラメータの応用として、多変数パラメータのベク
トル値関数の推定問題に対する推定誤差限界を導出したことも重要である。 

(2) 不確定なノイズの影響下での最適な測定の導出： 

① 撹乱パラメータを含む量子統計モデルに対して、構造パラメータに関する局所不偏性のクラ
スでの測定についてどのような場合に撹乱パラメータを無視できるかについて論じた。特に構
造パラメータが１パラメータの量子統計モデルにおける最適な測定について詳細に論じた。 
② 統計学でよく知られている数理実験計画法を拡張し、量子状態推定問題、量子通信路推定問
題に適用できるように一般理論枠組みを定式化した。この研究はシンガポールのグループと行
った国際共同研究であり、このグループとは引き続き別の研究課題に関する共同研究に発展し
ており、複数の研究成果を得ている。 
③ 二次元量子状態について一般のコスト関数に対する最適な測定を導出し、また、古典実験計
画法で知られている Kiefer-Wolfowitz 等価定理の量子版を二次元量子状態の推定問題で議論し
た。D最適な測定と SLD Fisher情報行列の逆行列を重み付けした A最適な測定が等価であるこ
とを証明した。量子系における実験計画法の等価定理のより一般的な展開は今後の課題である。 

(3) 量子情報幾何学に基づく量子ノイズモデルの分類・比較：  

① 漸近達成可能な推定誤差限界である Holevo限界を解析的に SLD量子 Fisher情報行列および
RLD 量子 Fisher 情報行列を用いて表現できるための必要十分条件を同値な条件としていつくか
導出し、その統計的な性質および接空間の情報幾何学的な性質について調べた。従来の研究では、
それぞれの推定誤差限界に対する部分的な解析が多かったが、本研究結果によって統一的に解
析することができ、また、異なる単調計量間の関係や SLD 接空間と RLD 接空間の関係性について
も明らかになった。 
② 前述の結果をさらに一般化し、SLD と RLD を含む１パラメータ族の計量についても同様の定
理が成立することを示した。この研究では一般には単調計量とは限らない量子 Fisher情報行列
の解析を行い、量子統計モデルの分類に対して有効であることを示した。 
③ 撹乱パラメータを含む量子統計モデルに対しても、構造パラメータの推定誤差限界が有効量
子 Fisher情報行列（射影された対数微分演算子を用いた計量）で表現されるための必要十分条
件を導出した。この結果により、未知のノイズを含む量子統計の誤差限界がどのような場合に量
子 Fisher情報行列を用いて表されるかを接ベクトルの性質として判定することができるととも
に、そのような量子統計モデルの情報幾何学的な意味づけも明らかになった。 

(4) 具体的な物理モデルでの推定誤差評価： 

① 磁場が確率的に揺らいでいる場合の周波数推定問題： 
一様外部磁場による原子のスピン回転周波数を
推定する応用上も重要な問題に対して、揺らい
でいる外部磁場の影響を考慮した場合の推定誤
差限界について提案する手法で解析した。従来
の研究では、揺らいでいる外部磁場（ノイズ）
を既知とした研究がほとんどであったため、導
出されている推定誤差限界は達成可能ではない
が、撹乱パラメータとして扱うことにより達成
可能な推定誤差限界を評価できることを示し、
両者のギャップについても定量的に論じた。（図
１：横軸は時間、縦軸は有効量子 Fisher情報量
を表す。）特に重要な結果として、提案する達成
可能な評価方法（青い曲線）から示されるよう
に、先行研究で提案されていたノイズの非マル
コフ性によるメモリー効果（赤い曲線）が達成可能ではなく、有効ではないことを示した結果を
国際会議で発表し高い評価を得た。 
② パウリ通信路におけるノイズのバイアス度推定問題： 
量子２準位系において最も標準的なパウリ通信路を考え、通信路のノイズのバイアス度合い（強
いノイズと弱いノイズの差）に関する最適な推定問題を解析した。バイアス度合いを正しく推定
することは量子情報処理を行う際にも重要な応用となることが知られている。この問題では、バ
イアス度合いを表すパラメータ以外にも通信路を特徴づける撹乱パラメータを含む問題であり、

図 1 有効量⼦ Fisher 情報量と先⾏研究の評価⽅法に夜
推定誤差限界の⽐較 



本研究の提案手法を用いて解析することができ
る。解析的に最適な推定方法を求め、適応的に最適
な推定を行う方法を提案し、数値シミュレーショ
ンを行った。図２では、準最適な推定法による推定
値と適応的な推定法による推定値の比をプロット
する。（図２：横軸はノイズのバイアス度合いを表
す。１より小さい場合には適応的な推定法が有効
であることを示す。）結果としては、サンプルサイ
ズが比較的大きい場合においても、撹乱パラメー
タの影響により、適応的な推定方法が有効ではな
く、準最適である非適応的推定方法の方が推定誤
差を小さくできることを示したことは、実際の実
験に対して有効な測定方法を実装する上で非常に
重要な結果である。 
③ 一様磁場中電子の位置推定問題： 
一様磁場中で運動している電子の位置演算子の期待値推定問題を量子パラメータ推定問題とし
て定式化し、推定誤差のトレードオフ関係（量子推定による不確定性関係）を詳細に調べた。非
自明な結果の１つとして、物理状態を表す物理的なパラメータの値に応じてトレードオフ関係
が存在の有無が変化することを示した。具体的には、SLD量子 Fisher情報行列および RLD量子
Fisher 情報行列による推定誤差限界が交点を持つ条件を明らかにした。この転移現象は量子統
計モデルに対する分類の結果を用いて一部解釈することができるが、より一般の観点からの得
られた現象に対する理解が今後の課題となる。 
④ 外れ量子状態を含むガウスシフトモデルに対するロバスト推定問題： 
量子光学でよく知られたコヒーレント状態
の位相推定問題に対して、不確定な量子ノイ
ズの効果を考慮し、有効な推定方法を提案し
た。研究の新規性としては、量子状態を生成
する際に制御できないような外れ量子状態
を含む量子統計モデルを提案し、ロバスト統
計で知られている M推定を適用した。外れ量
子状態が対称性を持つ場合やノイズの割合
が非常に小さいといった特殊な場合には、従
来の最尤推定に基づく推定と提案する M推定
による差異は比較的小さいことが示された。
一方で、より一般の外れ量子状態がある場合
には、従来の推定方法では全く異なる推定値
となり、M推定（赤で示されたガンマダイバージェンスに基づく M推定）を用いることで比較的
大きいノイズの割合に対しても、理論値（オレンジ）に近く、非常に有効な推定ができることが
分かった。（図３：横軸は外れ量子状態の割合、縦軸は推定値）この結果はより量子系における
より一般のロバスト統計の発展につながることが期待され、量子通信等の応用上も重要である。 
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図２ 適応的な推定⽅法に基づく推定誤差の評価 

図３ M 推定を⽤いた推定誤差のロバスト曲線 
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