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研究成果の概要（和文）：本研究課題の対象は，組合せ的制約をもつ線形システムとして表せる問題である．特
に，組合せ最適化分野で重要な制約である，マトロイド制約やナップサック制約をもつ問題に着目する．本研究
で，最適マトロイド分割やロバスト組合せ最適化，公平割当などの問題に対して効率的なアルゴリズムおよびそ
の理論解析を与えた．さらに，オンライン最適化など当初は計画していなかった方向性の問題でも同様に研究成
果を得た．

研究成果の概要（英文）：We aim to solve optimization problems that can be represented as linear 
systems with combinatorial constraints. Fundamental constraints in the field of combinatorial 
optimization include matroid and knapsack constraints. We focus on problems with those constraints. 
In this project, we proposed efficient algorithms with theoretical analysis for the optimal matroid 
partition problem, robust combinatorial optimization problems, the fair allocation problem, and so 
on. We also worked on an unexpected direction such as online optimization.

研究分野：組合せ最適化

キーワード： マトロイド　公平割当　オンライン最適化

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題は主に組合せ最適化の理論的側面の研究であるが，ニーズによっては実応用も期待できる．例えば，
本研究で取り組んだロバスト組合せ最適化問題には，セキュリティゲームといった実応用をもつ問題も含まれ
る．また，本研究のトピックの中には今後新たな問題の枠組みとして発展が期待できるものもあり，本研究課題
の成果はその一ステップになると考えている．
本研究の成果は，理論計算機科学や人工知能分野における査読付き国際会議および論文誌で発表している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
最適化分野において最も基本的な問題のひとつは，線形システムを満たす非負ベクトルを求め
ることである．古典的な研究により，この問題は効率的に解を計算するアルゴリズム（多項式時
間アルゴリズム）をもつことが知られている． 
 
この問題の自然な拡張として，ベクトルの非ゼロ要素の集合に何らかの組合せ的な制約を課し
た問題が考えられる．単純な例として，非ゼロ要素数がある数以下という制約が挙げられる．こ
の制約は単純ながら，圧縮センシングなどで現れ，重要な制約のひとつである．しかし，このよ
うな単純な制約であっても，組合せ的制約を課すと問題が計算量的に難しくなる（NP困難であ
る）ことが知られている．この困難性を回避するべく，多くの既存手法は，制約を緩和・近似す
るアプローチを用いている． 
 
しかし，どの要素が非ゼロであるかは本質的な情報であり，非ゼロ要素に関する制約を近似する
ことは極力避けたい．一方，この情報が与えられすれば（制約なしの場合に対する）既存のアル
ゴリズムで解くことができる．そこで，既存研究と異なり，問題全体の組合せ的な構造を利用し
たアプローチが考えられる．本研究課題では，組合せ最適化や周辺分野でよく用いられる制約に
着目し，組合せ的制約をもつ問題に取り組む． 
 
 
２．研究の目的 
 
組合せ的制約をもつ線形システムの解を求める問題は，一般には前述した通り計算量的に困難
な問題である．本研究課題は，問題の特別な構造を利用することで速く（多項式時間，あるいは
自明な全探索よりは速く）解くことを目標とする．線形システムを特定のものに固定すれば，こ
の問題はいわゆる組合せ最適化問題である．つまり，少なくとも対応する組合せ最適化問題も解
ける必要がある．そこで，組合せ最適化の理論を拡張することも本研究課題のスコープに含める． 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究では，組合せ的制約の構造に応じて問題のアルゴリズムを構築する．特に，組合せ最適化
において重要な制約である要素数制約（非ゼロ要素数の数が少ない解），マトロイド制約，ナッ
プサック制約（選んだ要素の重みの和が容量以下になるように要素を選択）に着目する．さらに，
機械学習，人工知能，アルゴリズム的ゲーム理論などの周辺分野に現れる制約も扱う．これらの
制約に対して，以下のようなアルゴリズムを検討する．  
- 固定パラメータアルゴリズム：解の非ゼロ要素数や線形システムの疎性といった問題のパ
ラメータが小さいときに高速に動作する（特に，計算量の増え方がパラメータに依存しな
い）アルゴリズムである．  

- ピボットアルゴリズム：ピボットと呼ばれる，非ゼロ要素とゼロ要素を入れ替える操作を
繰り返しながら解を計算するアルゴリズムである．本研究の対象の特殊ケースである線形
計画問題や線形相補性問題に対してはこのタイプのアルゴリズムが知られている． 

 
 
４．研究成果 
 
本研究課題を進めていく中で，様々な組合せ最適化問題に対する研究成果を得た．以下に代表的
なものを述べる．これらの他にも，オンライン最適化など，当初は予定していなかった方向性の
研究成果も得ている． 
 
(1) 最適マトロイド分割問題： 
この問題は，組合せ最適化において古くから知られているマトロイド分割問題の自然な一般
化である．マトロイド分割問題は，マトロイドの台集合を݇個の独立集合に分割する問題で
ある．そのような分割の中で，何らかの指標で最も良い分割を求める問題が，最適マトロイ
ド分割問題である． 
マトロイド分割問題は効率的に解けることが知られている一方，最適マトロイド分割問題は
ほとんど未解決であった．本研究では，様々な目的関数につい，最適マトロイド分割問題の
計算複雑度の解析・分類を行った．この成果は査読付き論文誌 Algorithmica に掲載済みで
ある． 
 



 
(2) ロバスト組合せ最適化問題： 
古典的な最適化問題では入力データに不確実性がないが，現実にはそうとは限らない．様々
な意味での不確実性があり得るが，ここでは目的関数が不確実であり制約が独立性システム
と呼ばれる構造をもつような組合せ最適化問題に着目する．独立性システムは，ナップサッ
ク制約やマトロイドを含む数理構造である． 
目的関数が不確実なとき，自分の選んだ（確率的な）解に対する最悪の目的関数値をできる
だけ良くすることが目標となる．この研究の主結果は，アルゴリズムを与えるフレームワー
クを提案し，近似比の保証を与えたことである．技術的には，線形計画問題を解くための楕
円体法に組合せ最適化問題の近似アルゴリズムを組み合わせる．このフレームワークを用い
て，具体的な目的関数や制約（特にナップサック制約やマトロイド制約）に対する近似アル
ゴリズムを与えた．その近似比は目的関数が定まっている場合とほぼ同じ値であり，先行研
究を大幅に改善することを示した．この成果は査読付き論文誌 Algorithmica に掲載済みで
ある． 
 
また，他の不確実性として，容量が未知であるナップサック制約をもつ劣モジュラ関数最大
化問題の研究にも取り組んだ．劣モジュラ関数最大化問題は組合せ最適化の理論で古くから
研究されている問題である．本研究では，最悪の状況を出来るだけ良くするためのポリシー
を提案した．この成果は査読付き論文誌 SIAM Journal on Discrete Mathematics に掲載済
みである． 
 
(3) 可分財と不可分財が存在するときの公平割当問題： 
公平割当とは，複数のエージェントに財を「公平に」割り当てることである．ここでは，各
エージェントの効用は，欲しい財の中で割り当てられた量として定める．このとき，割当は
線形システムで表現できる．公平さの定義には様々なものがあるが，よく用いられる公平さ
のひとつである「ナッシュ社会厚生を最大にする」割当に着目する．財がすべて可分あるい
は不可分のときは，既存研究によりナッシュ社会構成最大の割当が効率的に求められること
が知られている．一方，本研究では可分財と不可分財が混在する場合を扱う． 
そのために，この問題を凸最適化の枠組みで捉える．解きたい問題は，可分財だけの状況は
連続の M凸集合，不可分財だけの状況は離散の M凸集合上で，対称狭義凸関数を最小化する
ことと見ることができる．本研究の問題は連続と離散の M凸集合のミンコフスキー和で得ら
れる集合上での最小化問題となる．この「連続と離散のハイブリッド」の問題は，連続と離
散の場合と性質が異なる．一方で，本研究で近接定理と呼ばれる性質は引き継がれることを
示した．これを応用することにより，公平割当の問題の計算量を分類した．この成果は査読
付き国際会議 ICALP に採択されている． 
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