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研究成果の概要（和文）：確率密度関数の比（確率密度比）をノンパラメトリックに直接推定する、直接型確率
密度比推定に焦点を置いて研究を行い、ベータカーネルを用いた裾・境界バイアスのない確率密度比推定量を提
案した。さらに、推定量の滑らかさを制御する平滑化パラメータの選択方法についても研究を行い、
ｌｅａｖｅ－ｏｎｅ－ｏｕｔ交差検証法による平滑化パラメータ選択法を考案した。また、直接型ベータカーネ
ル確率密度比推定量を検定統計量に用いた確率密度の不連続性検定を提案し、検定のための平滑化パラメータ選
択法を考案、片側検定の際に検出力が大きくなることを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We focused on direct probability density ratio estimation, which directly 
estimates the ratio of probability density function nonparametrically. We proposed a probability 
density ratio estimator, which is free of tail or boundary bias, using the beta kernel. We also 
studied methods of selecting smoothing parameter which control the smoothness of the estimator, and 
proposed a method by the leave-one-out cross-validation. Furthermore, we also proposed a 
nonparametric discontinuity test of probability density using the direct beta kernel probability 
density ratio estimator as the test statistic, and a smoothing parameter selection method for the 
test. We showed that the power of the proposed test is large when used as a one-tailed test. 

研究分野： 統計科学

キーワード： ノンパラメトリック密度比推定

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
確率密度関数の比（確率密度比）は、条件付き確率密度推定や、異常値検出などの2標本検定に用いられる。
裾・境界バイアスのない確率密度比推定は、裾・境界における推定・検定精度の向上に役立つと考えられる。ま
た、確率密度の不連続性検定は回帰不連続デザインの条件確認等に用いられ、直接型ベータカーネル確率密度比
推定量を用いた検定は、片側検定の際に精度が向上が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景

統計科学における確率密度関数の比の推定方法としては, 母数モデルを仮定し, 母数を推定す

るパラメトリック法と, 母数モデルを仮定しないノンパラメトリック法が主流である. ノンパ

ラメトリックな密度比推定量では, 2つの密度を個別に推定してその比を取る間接型密度比推

定量があるが, 密度比そのものを直接推定する直接型密度比推定量が Ćwik and Mielniczuk

(1989)により提案されている. この直接型密度比推定の手法は, ハザード比の直接型推定や,

条件付き密度の直接型推定にも発展可能で, ノンパラメトリック回帰にも応用できる.

密度比をデータから推定するとき, 性能を『平均 2乗誤差』(バイアスの 2乗と分散の和に等

しい)や『平均積分 2乗誤差』(平均 2乗誤差を積分した基準)で測る. 統計科学においては,

データのサイズ nが大きい場合の『漸近理論』を考え, 平均 2乗誤差や平均積分 2乗誤差が

速く 0に収束し, より小さい方が望ましい (以降, この収束の速さを『収束比』と呼ぶ).

直接型密度比推定量は,代表的なノンパラメトリック密度推定量であるカーネル推定量 (Rosen-

blatt (1956))を応用したものである. ところで, カーネル推定量は, 推定対象の密度の台が有

界区間や半無限区間 ([0, 1]や [0,∞)など)の場合, 境界付近でバイアスがあって, 平均 2乗誤

差も 0に収束しない問題 (以降, 『境界バイアス問題』と呼ぶ)がある. 境界バイアス問題に

対して, その対処法がいくつか議論されている (Jones (1993)など). また, ベータカーネル推

定量 (Chen (1999))などの境界バイアス問題のない推定量も提案されている. さらには, これ

ら境界バイアス問題のない推定量の収束比を改良する議論もなされている (Hirukawa (2010)

など).

カーネル推定量の手法を応用した直接型密度比推定量にも境界バイアス問題が存在しており,

さらに, 推定対象の密度の台が (−∞,∞)で境界がない場合でも, 直接型密度比推定量では裾

でバイアスがあり, 境界がある場合と同様の問題 (以降, 『裾・境界バイアス問題』と呼ぶ)

が存在する. Mielniczuk (1991)は, カーネル推定量における境界バイアス問題の対処法の 1

つであるリフレクション法を応用し, 裾・境界バイアス問題を軽減する直接型密度比推定量

について議論している.

なお, ノンパラメトリックな密度比推定法には, バイアスと分散のトレードオフを制御する

パラメータ (以降, 『平滑化パラメータ』と呼ぶ)が存在し, 実際の応用の際には平滑化パラ

メータを選択する問題があり, Ćwik and Mielniczuk (1993)が直接型密度比推定量の平滑化

パラメータ選択法について議論している.

２．研究の目的

境界バイアスのない密度推定量の研究を行っていた経緯から, 直接型密度比推定量の裾・境界

バイアス問題には, 密度推定量と同様の手法が有効であると考えられる. 従って, まず, ベー

タカーネル推定量を応用して, 裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量を開発しそ

の数理を明らかにすることを目的とする. 先行研究では裾・境界バイアス問題を軽減するに

留まっており, それが一番の特色である. 裾においても直接型密度比推定量により密度比を

推定可能になることは, 大変意義がある.

さらに, 裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量について収束比を改良することを

めざす. 一般に, ノンパラメトリック法はパラメトリック法に比べて収束比が遅いため, 直接



型密度比推定量の収束比を改良する研究は, 非常に意義がある.

次に, 平滑化パラメータの選択は推定量の性能に大きく影響するため, 推定量の性能を最大

限に発揮させる平滑化パラメータの選択法を開発する.

そして, 直接型密度比推定量を密度の不連続性の検定 (以降, 『不連続性検定』と呼ぶ)に応

用する. McCrary (2008)は, 間接型密度比推定量を用いて不連続性検定を行うことを提案し

ている. この検定では, 不連続点で密度を分割して, それぞれを分子, 分母の密度としてその

点で密度比を推定し, 密度が連続であれば分子, 分母の密度の値は等しくなり密度比が 1に

なること利用して, 不連続性を検定している. この手法を応用して, 直接型密度比推定量によ

る, 密度の不連続性の検定を開発する. ところで, 間接型密度比推定量の漸近分散は, 推定対

象の, 本来未知である密度に依存することが知られている. したがって, 間接型密度比推定量

による不連続性検定では, その分散を推定して検定統計量を構成している. 直接型密度比推

定量の漸近分散も通常は未知の密度に依存するが, 分子, 分母の密度が等しい場合には, その

密度に依存しなくなるという性質がある. そのため, 不連続性の検定においては, 漸近分散

を推定する必要がないという特色があり, 間接型密度比推定量による検定に比べて, 利点が

ある.

３．研究の方法

(1)　裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量を構成して, その漸近的性質を導出す

る. 具体的には, 境界バイアス問題のないノンパラメトリック密度推定量であるベータカー

ネル推定量 (Chen (1999)) を応用して推定量を構成する. このとき, 以下のことに注意する

必要がある.

À 不連続性検定では, 密度を分割してその端点に注目するため, 推定量の境界でのふるま

いが重要になる. ベータカーネル推定量は, 境界バイアス問題はないものの, 境界付近

で分散が大きくなるという問題がある. 分散の大きさは推定, 検定の性能に関わり, 小

さいほうが好ましい. 単に応用しただけでは, その問題を引き継ぐ可能性があるため,

その問題が起こらないように推定量を構成する.

Á Ćwik and Mielniczuk (1989)の直接型密度比推定量では, 分子, 分母の密度が等しい場

合には, 漸近分散がその密度に依存しなくなり, 安定するという, 不連続性検定におい

て望ましい性質が存在する. ベータカーネル推定量を応用した直接型密度比推定量も,

同様の性質を持つよう推定量を構成する.

このようなÀ, Áの点に注意しながら, 推定量の漸近性能を数学的基礎研究で明らかにする.

具体的には, 裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量の漸近的性質 (バイアス, 分散,

平均 2乗誤差, 漸近正規性など)を導出していく.

乱数によるシミュレーション実験を実施して, 得られた諸結果の理論を検証する.

(2)　 (1)で構成した裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量について収束比を改

良することをめざす. 具体的には, 密度推定量の収束比の改良で用いられている, Schucany

and Sommers (1977)の加法型バイアス修正法を直接型密度比推定量に応用する. ここで, SS

型バイアス修正法は, 異なる平滑化パラメータを持つ改良前の 2つの推定量をそれぞれ加法,

乗法で組み合わせることにより収束比を改良するというアイディアに基づく. 改良した裾・



境界バイアス問題のない直接型密度比推定量の漸近的性質を導出して, その漸近性能を明ら

かにする.

(3)　ノンパラメトリックな密度比推定量には, 実際の応用に際して平滑化パラメータを選択

する問題がある. 平滑化パラメータの選択は, 推定量の性能に大きく影響するため, 平滑化パ

ラメータ選択法の研究を行う. 平滑化パラメータは, 通常, 平均積分 2乗誤差を最小にして選

ばれる. 従って, 研究の初期段階において平均積分 2乗誤差の漸近公式が導出できれば, 最適

な平滑化パラメータも理論的に導出することができる. しかし, そのような最適な平滑化パ

ラメータは, 推定対象となる, 本来未知である密度やその導関数に依存してしまうため, 実際

には使用できない. そこで, 従来の直接型密度比推定量やカーネル密度推定量の平滑化パラ

メータ選択法を詳細に文献調査及び再検討して, 裾・境界バイアス問題のない直接型密度比

推定量へ応用し, 乱数によるシミュレーション実験を実施する.

(4)　裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量の応用として不連続性検定を念頭に

置いている. McCrary (2008)による間接型密度比推定量を用いた不連続性検定では, 不連続

性を検定する点で密度を分割し, それぞれを分母と分子の密度として比を取り, 境界バイアス

のない密度推定量により, その点の密度比を間接的に推定する. そして, 連続であるならば,

つまり, 分母と分子の密度が等しければ密度比は 1になるという性質を利用して検定を行っ

ている. 従って, 裾・境界バイアス問題のない直接型密度比推定量により, 分割した密度の比

を推定することを考えて, 不連続性検定へ応用する. さらに, シミュレーション実験により,

その検定の性能を検討する.

４．研究成果

(1)　ガンマ密度の一般化である, 一般化ガンマ (アモロソ)密度をカーネルに用いた, 台が非

負である密度を対象とする境界バイアスのない一般化ガンマ (アモロソ)カーネル密度推定

量の漸近的性質 (バイアス, 分散, 強一致性, 漸近正規性, 平均積分 2乗誤差)を示した. さら

に, その平均積分 2乗誤差の収束比を改良する, バイアス修正を行った. また, 数値実験を実

施して, 有限標本においてバイアス修正が機能していることを示した.

(2)　非対称カーネルを用いた境界バイアスのないノンパラメトリック密度推定量について,

既存研究で行われた 3つのバイアス修正法をそれぞれ一般化することにより, 高次のバイア

ス修正法を提案して, その漸近的性質 (バイアス, 分散, 一致性, 漸近正規性, 平均 2乗誤差)

を導出した. また, 数値実験により, 有限標本における性能を検証した.

(3)　従来のノンパラメトリックな直接型カーネル密度比推定量には, 裾や境界での推定に問

題があり, 実際に裾や境界で 0に収束しないバイアスがあり, したがって, 裾や境界では平均

2乗誤差も 0に収束しないことを示した. また, 数値実験を実施して, 有限標本でも裾・境界

付近での推定に問題があることを示した.

さらに, 既存研究であるリフレクション法を用いて裾・境界バイアスを補正した直接型カー

ネル密度比推定量について, 裾・境界バイアスを導出し, 一致性はあるものの, 裾・境界では

内部のバイアスよりも収束が遅いことを示した.

(4)　ベータカーネルを直接型密度比推定に応用した, 直接型ベータカーネル密度比推定量

の漸近的性質 (バイアス, 分散, 平均 2乗誤差, 漸近正規性)を導出し, 裾・境界バイアスがな

いことを示した.



また, 実際の利用には平滑化パラメータを決める問題が存在するため, leave-one-out交差検

証法を用いた平滑化パラメータ選択法を考案した. さらに, その leave-one-out交差検証法に

よる平滑化パラメータ選択法を裾・境界バイアス問題のある従来の直接型カーネル密度比推

定量及び, リフレクション法を用いて裾・境界バイアスを補正した直接型カーネル密度比推

定量にも応用し, 密度比推定の数値実験によって, 考案した平滑化パラメータ選択法が正常

に働くこと, 直接型ベータカーネル密度比推定量が有限標本でも裾や境界で上手く推定でき

ること, リフレクションによる直接型密度比推定量に匹敵する性能を持つことを示した.

さらに, 実際のデータに適用した際のふるまいを確認するため, アメリカにあるイエロース

トーン国立公園のオールドフェイスフル間欠泉の 2つの標本を用いて確率密度関数の比を推

定した.

(5)　直接型ベータカーネル密度比推定量について, 異なる平滑化パラメータを持つ２つの

推定量の線形結合によってバイアスを削減する, ジャックナイフ法によるバイアス修正 (加法

型バイアス修正)を行い, 推定精度を改善する推定量を提案し, 漸近的性質 (バイアス, 分散,

平均２乗誤差, 漸近正規性)を導出した. さらに, そのバイアス修正推定量を用いて確率密度

関数の不連続性を仮説検定するための検定統計量を考案した.

また, 平均２乗誤差を最小にするような理論的に最適な平滑化パラメータには, 仮説検定の

対象である未知の確率密度関数やその導関数に関する情報が必要なことから実際には実行不

可能であるが, それらの確率密度関数・導関数について推定量を考案して置き換えたり, 簡

単な仮定を置くことによる平滑化パラメータ選択法を考案した.

提案した検定統計量は, 不連続点で下側 (左側)の値が上側 (右側)の値より大きいときに分散

が小さくなることが明らかになった. そのため, その条件が満たされないときは用いる標本

を反射させるといった変換を行うことにより, 片側検定の際に検出力を大きくすることを提

案した. さらに数値実験により, 片側検定の際は先行研究の検定統計量より概ね大きな検出

力が得られることを確認した.
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