
小樽商科大学・商学部・准教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１０１０４

若手研究(B)

2019～2017

超幾何関数の幾何学的研究

Geometric study of hypergeometric functions

２０７４２０１８研究者番号：

後藤　良彰（Goto, Yoshiaki）

研究期間：

１７Ｋ１４１４９

年 月 日現在  ２   ４ ２８

円     2,600,000

研究成果の概要（和文）：ねじれホモロジー群, コホモロジー群といった幾何学的な道具を用いて, 超幾何関数
を研究した. 
超平面配置(退化配置を含む)に付随した超幾何積分に対する明示的な公式を導出し, それをコンピュータに実装
することで代数統計への応用も実現した. Lauricella's F_C と呼ばれる多変数超幾何に対しては, モノドロミ
ー群の構造を詳しく調べた. また, A-超幾何系に対しても, 幾何学的な研究の基礎ができつつある. 

研究成果の概要（英文）：We studied some types of hypergeometric functions by using geometric tools. 
We derived explicit formulas for hypergeometric integrals associated with hyperplane arrangements, 
and applied them to algebraic statistics. For Lauricella's hypergeometric function F_C, we 
investigated the monodromy group. We have started a geometric study of A-hypergeometric systems. 

研究分野： 特殊関数, 特に超幾何関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
超幾何関数は数学の諸分野のみならず, 統計学, 数理物理学においても登場する重要な関数の1つである. 超幾
何関数の研究は様々な方面から行われているが, 特に積分表示およびそれに付随した幾何学的な構造(ホモロジ
ー・コホモロジー)を利用して研究を進め, 深く理解していくことで, 多くの性質(公式など)を組織的に導出す
る方法が得られる. さらに, それらの統計学などの関連分野への応用も期待される. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 超幾何関数の研究手法の 1 つとして, Euler 型の積分表示に対応する「ねじれ(コ)ホモロジー
群」及びその上の「交点形式」を利用するという方法がある. この手法をより広いクラスの超幾
何関数に適用し, 様々な性質の背景を探っていきたいと考えた.  
 Lauricella's F_C と呼ばれる多変数超幾何関数の積分表示に現れる多価関数は, その因子と
して高次式のべき関数を含むため, 既存の議論では不十分な部分があったが, 代表者による研
究により少しずつ構造が明らかになってきていた. 例えば, モノドロミー表現をねじれホモロ
ジー群の交点形式によって表示することができており, より深く研究を進めるための準備が整
っていた.  
 (k,n) 型超幾何積分は以前から調べられてきた対象であるが, この超幾何及びその特異点集合
への制限に対する明示的な公式は, 代数統計へ応用できることが分かってきた. そこで, (k,n) 
型超幾何積分の Pfaffian 方程式や隣接関係式の交点形式を用いた明示的表示の導出に関する
研究を進めており, その実装を行うことで, 代数統計への応用も見込まれていた.  
 さらに, 様々な超幾何系を含む大きなクラスとして,「A-超幾何系」にも関心があった. A-超幾
何系は組合せ論的な構造も備えており, 様々な観点から調べられているが, ねじれ(コ)ホモロジ
ー群を用いた詳細な研究はまだ開拓の余地が多い.  
 
 
２．研究の目的 
 本研究ではねじれ(コ)ホモロジー群と交点形式を用いて, 一般化された超幾何関数を幾何学的
に研究する. 特に「退化配置に付随する超幾何積分」に対して, 一般の位置にない超平面配置に
対応する超幾何積分に付随するねじれ(コ)ホモロジー群の構造を交点形式によって統制してい
くことを,「A-超幾何系」に対して, A-超幾何系の級数解に対応するねじれサイクルに関する研究
を目標とした.  
 Lauricella's F_C について, ねじれホモロジー群を用いたモノドロミー表現の表示が得られて
いた. 解空間の基底を選ぶと行列表示を得ることもできるため, F_C のモノドロミー群(行列群)
の構造を詳しく調べていくことも課題とした.  
 (k,n) 型超幾何積分に対する Pfaffian 方程式と隣接関係式は, ホロノミック勾配法により代
数統計へ応用できることから, プログラムへ実装できるレベルの明示的な公式とその実装が望
まれているため, これらの研究を進めていくことにした. さらに, 退化配置に付随する超幾何は
「構造的ゼロ」を持つ分割表のモデルに対応するため, この超幾何に対しても明示的な隣接関係
式等を導出することは応用上も重要である. 
 
 
３．研究の方法 
 単独で進めた研究もあるが, 各地の研究者との共同研究も実施した. 松本圭司氏(北海道大
学)とは, (k,n)型超幾何積分に関するねじれコホモロジー群の研究, Lauricella's F_C のモノ
ドロミー表現の既約性などの共同研究を実施した. 高山信毅氏(神戸大学)には Risa/Asir の使
い方の助言をもらうとともに, 得られた結果の代数統計への応用に関する議論をした. 松原宰
栄氏(神戸大学)とは A-超幾何系の級数解に対応するねじれサイクルの構成法について研究連絡
し,さらに交点理論についての共同研究を開始した. 金子譲一氏(琉球大学)とは基本群に関する
研究で議論を重ねた. 小池健二氏(山梨大学)との共同研究で, Lauricella's F_C のモノドロミ
ー群の構造を詳しく調べた.  
 計算機システム Maple を, 公式の形を予想したり, 得られた公式を確認したりすることに利
用した. 計算機代数システムの Risa/Asir を用いて, (k,n) 型超幾何の隣接関係式とその分割
表の正規化定数計算への応用も実装した. また, 有限群に関する計算には GAP というシステム
を利用し, F_C の有限既約モノドロミー群の研究に活用した. 
 また, 各地で行われている研究集会に参加し, 得られた成果を発表することで, 幅広く参考
になる意見をいただいた. 他の参加者の発表を聴き, 最近の研究動向についての情報収集も行
った.  
 
 
４．研究成果 
(1)特異点集合上の超幾何積分と交点数 
「余次元 1 の特異点集合上の超幾何積分」を詳細に考察し, ねじれ(コ)ホモロジー群の構造を
交点形式によって記述した. この構造を利用することで, 退化配置に付随するねじれ(コ)ホモ
ロジー群上の交点数に対する, 計算しやすい公式を得ることができた. この結果を論文にまと
め, 現在学術論文誌に投稿中である.  
 
(2)交点行列を用いた隣接関係式の代数統計への応用 
松本圭司氏(北海道大学)との共同研究で, (k,n)型超幾何積分に対する隣接関係式と Pfaffian 
方程式について, ねじれコホモロジー群の交点形式を利用して明示的な公式を得た. さらに, 
それらの公式を計算機代数システム Risa/Asir へ実装した. 橘義仁氏, 高山信毅氏(神戸大学), 



小山民雄氏(稚内北星学園大学)との共同研究により, 2 元分割表に対する周辺和固定の条件付
き分布の正規化定数の正確値計算など, 代数統計への応用も得られた. この結果は学術論文誌 
Algebraic Statistics に掲載が決定している(査読あり). 
 
(3)Lauricella's F_C の特異点集合の補集合の基本群の構造  
金子譲一氏(琉球大学)と共同で研究した. 変数の個数が一般の場合に成り立つ関係式を導出し, 
3 変数の場合には関係式がそれで十分であることを証明した.  
 
(4)Lauricella's F_C のモノドロミー群の Zariski 閉包, 有限既約性 
松本圭司氏との共同研究で, モノドロミー表現の既約性を調べるとともに, 解空間の良い基底
を構成し, モノドロミーの簡潔な行列表示を得た. この行列表示により, 以下のモノドロミー
群の研究を進めることができるようになった.  
モノドロミー群の Zariski 閉包に関しては, 小池健二氏(山梨大学)と共同で研究した. モノド
ロミー群の中の鏡映で生成される部分群に着目し, モノドロミー群の構造を調べた. また, パ
ラメータを特殊化した F_C を周期にもつ K3 曲面や 3 次元 Calabi-Yau 多様体についても調
べた.  
これに引き続き, モノドロミー群が有限既約になる場合について調べた. 既に知られていた 2
変数の場合の結果の多変数化として, 有限既約性の必要十分条件をパラメータに関する条件と
して明示的に書くことができた. 2 変数の場合と類似した議論も多用しているが, 3 変数以上の
場合の特殊性が現れ, 2 変数の場合の条件を直接一般化するだけでは不十分であることも判明
した. この研究では, モノドロミー群そのものの構造もかなり詳しく調べている. この結果を
論文としてまとめ, 現在学術論文誌に投稿中である.  
 
 
(5)A-超幾何系の級数解に対応するサイクルとその交点数 
A-超幾何系の級数解に対応するねじれサイクルについては, 松原宰栄氏(神戸大学)の仕事によ
り, 多くの結果が得られており, 特にユニモジュラーな三角形分割を持つ Aに対しては, 交点
理論もかなり整備されている. この理論を土台に, 松原氏と共同で, ユニモジュラーでない場
合に交点理論がうまくいくサイクルの構成に関する研究を開始した. その結果, ユニモジュラ
ーでない三角形分割に付随するサイクルについても交点数の計算が可能になってきた. まだ論
文にはなっていないが, 引き続き研究を進めていきたい. 
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