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研究成果の概要（和文）：本研究では、圏のモジュライ空間とそのホッジ理論的不変量をとったときの不変量の
振る舞いや応用に関して研究を行った。以下のような成果が得られた。HochschildコホモロジーとHochschildホ
モロジーのペアを考えよう。安定∞圏から得られるそのペアに代数構造をいれる方法の観念的な一般化の方法を
与えた。さらに、その代数構造のモジュライ理論的な意味づけを発見し、定式化と証明を行った。さらに、安定
∞圏の族から得られる周期的巡回ホモロジーの族に接続が入ることを二つの方法で与えた。一つは上記のペアの
理論の応用で、もう一つはfactorizationホモロジーの自然変形を用いるものである。 

研究成果の概要（英文）：In this research project, I have studied the Hpdge-theoretic invariants 
arising from a family of stable infinity-categorties. I would like to summerize the resluts which I 
obtained. Let us conisder the Hochschild pair. I gave a conceptual  and simple constructuon of the 
algberaic structure on the Hochschild pair associated to a stable infinity-category. Moreover, I 
discovered the moduli-theoretic interpretation of this algebraic structure on the Hochschild pair. 
I have constructed D-module structure on the periodic cyclic homology arising from a family of 
stable infinity-categories. I discovered two methods.
The first method is an application of the Hochshicla pair. The second method is to  use the 
canonical extension of factorization homology.

研究分野： 代数幾何
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研究成果の学術的意義や社会的意義
周期写像を圏に拡張することで様々な出自の圏をして統合し、ホッジ理論的な考察ができ圏論的なミラー対称性
などにも応用があると考えられる。また、大局的にはバラバラになりがちな数学の分野を統合するための一助に
なり数学の専門外のひとにも数学を身近にする効果があると考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
圏の族を考える背景・動機について説明する。代数多様体や関連する研究において、代数多様体
そのものではなくそこから圏を構成して圏を研究することが重要かつ強力な見方であることが
近年わかってきた。なぜ強力で面白い見方であるか、２つの点から説明したい。第一の点として、
色々な数学的な対象から圏が得ることができ、圏同値を通して代数幾何と他の分野の非自明な
結びつきが得られ、様々なアイデアを輸入・輸出することが出来るということである。例えば, 
代数多様体・スキームからは（準）連接層の導来圏、シプレクティック多様体からは深谷圏、箙
(quiver) や非可換代数や量子群からは表現の三角圏、特異点からは特異点の圏（あるいは行列因
子化圏）が得られる。これら出生の相異なる圏同士がしばしば圏同値になり非自明な結果を導く。
第二の点は、これらの圏は、もとの対象の情報の本質的な部分をかなり持っている点である。例
えば代数多様体に対してその連接層の導来圏 D(X) を考える。適当な構造を持つ圏に対してはそ
の K 理論を考えることができるが D(X)（正確にはその増強版）のＫ理論は元の X のモチーフ
的データとみなせる。D(X) の Hochschild ホモロジーとそこから得られるいくつかのホモロジ
ーを考えると、それらは X の Hodge 理論的な情報を取り出す(Hochschild ホモロジーは圏の
微分形式であるといってよい)。 
２．研究の目的 
 
安定∞圏を空間（幾何学対象）として考える（非可換代数幾何などと呼ばれたりする）研究は近
年盛んに研究されている。本研究の基本的な理念・方針は、今まで研究対象の中心であった圏単
体ではなく圏の族を研究対象の中心に置き、そこから生まれるミステリアスではあるが豊かな
不変量の構造の研究や（単一の）圏への応用を研究するものである。 
３．研究の方法 
代数幾何との類似に注意しつつ、ホモトピー論と代数幾何を融合し発展しているホモトピー的
代数幾何・導来代数幾何や高次圏論的な手法、具体的な応用を念頭に置き研究する。 
 
４．研究成果 
 
本研究では、圏のモジュライ空間とそのホッジ理論的不変量をとったときの不変量の振る舞い
や応用に関して研究を行った。安定無限圏の Hochschild コホモロジーと Hochschild ホモロジ
ー（正確には複体やスペクトラ）の対に Cartan calculus のような代数構造をいれるきわめて一
般的かつ観念的なな方法をみつけた。これは Kontsevich-Soibelman の方法とは全く異なる新し
い方法で一般化するものであり、それは以下の研究成果でも基盤となるものである。つづいて安
定∞圏の族をそこから得られる相対的 Hochschild ホモロジーと各種 Hochschild 型不変量
の観点から研究した。Hochschild ホモロジーを導来代数幾何的な自由 ループ空間上に同変
的に変形（延長）する方法を見出していた。これと自由ループ空間上の同変層と D 加群の
関係を用いると圏の族に対して GaussManin 接続の類似が構成できる。構成には実は上記
の Hochschild 対（Hochschild コホモロジーとホモロジー）だけではなく Hochschild 対の
モジュライ理論的な 解釈が必要になる。Hochschild 対のモジュライ的意味づけを発見し証
明した。そこでは cyclic deformation（巡回変形）という変形の概念が重要になる。この
Hochschild 対のモジュライ 理論的な解釈を 2020 年度中に"Moduli theory associated to 
Hochschild pairs"というプレプリントにまとめた（arxiv で公開中）。またこれらを用いた
自由 ループ空間上の同変層への変形（延長）の構成を``On D-modules of categories I"でま
とめた(arXiv で公開中)。また 2020 年度中につぎにような発見をした： 代数の族を考える
とその factorization ホモロジー（位相的カイラルホモロジー）は写像スタック（mapping 
stack）に自然に変形・延長される。特殊な場合とし て上記の Hochschild ホモロジーの自
由ループ空間への変形が非常に簡単に構成できる(即ち Gauss-Manin 接続の類似の新しい
構成法を与える)。これにより Hochschild ホモロジーの自由ループ空間への持ち上げは
factorization ホモロジーの延長として広大に一般化されただけでなく、構成の種々の関手
性や局所化完 全列を保つことなどが簡明に得られた。factorization ホモロジーの写像スタ
ックへの自然変形（拡大）を応用してきわめ て一般的な形で定式化し一般論を整備した。
そのことを用いて、安定∞圏の族から周期的巡回ホモロジー（periodic cyclic homology）の
族に Hodge 構造の類似 の構造が入ることに応用した。その構造の構成についてはもう一
つの構成法を見つけている。それは、Hochshchild ホモロジーと Hochschild コホモロジー
の対に入 る代数構造とそのモジュライ理論的な解釈を見つけたうえでそれを応用するも
のであった。２０２１年度にはその技術的詳細をかなり簡略化し見通しをよくすることに
成功した。さらに私自身で見つけた二つの構成法は各々長所を持っており、比較することが
重要となる。これら一見異なる構成 たちは同じものを構成することを、Koszul 双対性など
を応用することによって証明した。その結果は On D-modules of categories II として公開



中である。さら にこれらの理論を用いて Griffiths 横断性を示した。またこれらから思いつ
いて CY 安定∞圏に対する Bogomolov-Tian-Todorov 定理を示した。 
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