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研究成果の概要（和文）：2015年に研究代表者と後藤四郎，高橋亮が導入した高次元almost Gorenstein環論
は，目下急速な発展を示しつつあるが，新興の概念であるため，未開拓課題も数多く残されている。本研究で
は，これら未開拓課題に挑みながら，almost Gorenstein環論の更なる深化・発展，充実を目指すものである。
研究代表者は，イデアルに随伴するRees代数を始めとして，行列式環やfiber積，Arf環のalmost Gorenstein性
解析に従事し，それらの判定条件を得た。加えて，J. Lipmanにより導入されたArf環をweakly Arf環へ拡張し，
基礎理論の整備を行った。

研究成果の概要（英文）：Although the theory of almost Gorenstein rings for higher dimension which 
was introduced by S. Goto, R. Takahashi, and myself in 2015 is nowadays developing rapidly, there 
are many unexplored problems, as it is a new concept of Cohen-Macaulay rings. The aim of this 
research is to explore such problems to enrich the theory of almost Gorenstein rings. More 
precisely, we investigated the question of when the Rees algebras of ideals, fiber products, and Arf
 rings are almost Gorenstein, and provided the criterion of them. Besides, we introduce and develop 
the theory of weakly Arf rings, which is a generalization of Arf rings, initially defined by J. 
Lipman in 1971.

研究分野： 代数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Cohen-Macaulay環の階層化問題への第一歩として導入されたalmost Gorenstein環論は，研究代表者を含めた日
本人研究者を中心とする日本発の新規性の高いオリジナルな研究である。本研究で得られた結果は，国内外にお
ける学会・研究集会講演・専門学術誌を通して，世界に広く公表している。これらの成果は，可換環論だけでは
なく，代数幾何学や特異点論，表現論，組合せ論など関連する諸分野への波及効果も期待できるものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
本研究では Gorenstein 環を核とした「Cohen-Macaulay 環の階層化問題」に従事する。即ち，

可換環論の中でも最重要の研究対象である Cohen-Macaulay 環に対して，新たな環のクラスを提
示し，Gorenstein 性との差異を指標とした階層化を通して，可換環論に新たな展望を齎すこと
を目標とする。根底には，何故 Gorenstein でない Cohen-Macaulay 環が多様かつ豊富に存在する
のか，という素朴な疑問がある。Gorenstein 環・Cohen-Macaulay 環は，現代可換環論を大きく
飛躍させるに至った両翼であるにも関わらず，これら 2つの環の差異の度合いに関しては，殆ど
解析されていない。（局所）環の細分化という従来の願望からも，Gorenstein 環と Cohen-Macaulay
環の間の階層化は急務であり，関連分野の発展にとっても，Cohen-Macaulay 環の魅力的で発展
性のある新しいクラスが提示され，解析されることの意義は少なくない。 
環や加群の Cohen-Macaulay 性は homology 代数と非常に相性が良く，深い研究がなされ多く

の優れた成果が挙がっている。歴史を遡ると，20世紀後半，代数幾何学，特異点論，不変式論な
どに現れる様々な環の Cohen-Macaulay 性判定が，M. Hochster，C. Huneke，W. V. Vasconcelos，
D. Eisenbud，J. Herzog，W. Bruns，B. Ulrich，後藤四郎，渡辺敬一達によって精力的に実施
され，一方で組合せ論への応用が R. Stanley によって発見されるなど今日ではあらゆる処に
Cohen-Macaulay 環が見出されるに至っている。この間，1963 年に H. Bass によって創始された
Gorenstein 環論は，J. Herzog-E. Kunz により正準加群の理論として書き直され，現代可換環論
の礎を築いた。Gorenstein 環は Cohen-Macaulay 環であって，美しい対称性を持つ。現代可換環
論において，Gorenstein 環はあらゆる分野に現れ，その対称性故に重要な役割を果たす。しか
しながら，一度 Cohen-Macaulay 性解析に従事すると，Gorenstein でない Cohen-Macaulay 環が
何故大量かつ多様に存在するのか，という素朴な疑問に捕われる。例えば，体 k上の不定元の成
す(m,n)行列 X=[Xij]の t 次 (2 ≦ t ≦ min{m,n})小行列式が生成する多項式環 k[X]のイデアル
を It(X)とすると，行列式環 k[X]/It(X)は必ず Cohen-Macaulay（正規整域）であるが，k[X]/It(X)
が Gorenstein 環となるための必要十分条件は tには拠らず，m = n，即ち Xが正方行列である
ことである。体 k上の数値半群環 k[H]の Gorenstein 性は，対応する数値半群 Hの対称性と同値
である。これらの例が端的に示すことは，豊富に存在する Cohen-Macaulay 環の中でも美しい対
称性を持つ Gorenstein 環は限定されたクラスを成すという事実である。 
つまり，「Cohen-Macaulay 環の階層化問題」への第一歩として考えるべきは，「Gorenstein 環

とは限らないが，Gorenstein 環に次いで優れた構造を持つ Cohen-Macaulay 環とは如何なる存在
であるべきか」という問いであり，この視点からの環構造解析とそれに基づく新分野の開拓は，
可換環論における喫緊の課題である。この問題意識に対して，2015 年に研究代表者と後藤四郎，
高橋亮が提示した almost Gorenstein 環は，この問いに応え得る重要な候補である。 
 
２．研究の目的 
 
Almost Gorenstein 環論は目下急速な発展を示しつつあるが，新興の概念であるため，未開拓

課題も数多く残されている。本研究では，これら未開拓課題に挑みながら，almost Gorenstein
環論の更なる深化・発展，充実を通して，関連分野への応用・浸透を図ることを目的とする。 
 
３．研究の方法 
 
可換環論の研究手法は，大きく分けて，可換環の内部構造を解析するイデアル論的手法と可換

環が作用する対象について考察する加群論・圏論的手法がある。研究代表者の興味は，前者のイ
デアル論的手法を駆使した古典的な可換環論にあり，本研究では，具体的課題を下記のように設
定し，与えられた 3年間で成果を挙げることを目指した。 
 
課題（1） 2 次元正則局所環上の contracted ideals，及び 2次元 excellent Gorenstein 

正規局所環上の pg ideals に関する Rees 代数が almost Gorenstein 環となる判定 
条件を与える。 

課題（2） 行列式環が almost Gorenstein 環となる特徴付けを求める。 
 課題（3） Fiber 積が almost Gorenstein 環となる特徴付けを求める。 
 課題（4） Arf 環が almost Gorenstein 環となる特徴付けを求める。 
 課題（5） 課題(4)の成果を踏まえ，Arf 環を weakly Arf 環へ拡張し，基礎理論を整備する。 
 
４．研究成果 
 
課題（1）の原点は，1979 年の後藤四郎-下田保博による Rees 代数の Cohen-Macaulay 性解析

にあり，現在では，数多に存在する Cohen-Macaulay Rees 代数の中でも，Gorenstien 環はごく
僅かであることが明らかにされている。従って，これら非 Gorenstein Cohen-Macaulay Rees 代
数の中には，almost Gorenstien 環となるべきものが豊富に含まれていて，解明を待っていると
推測される。研究代表者は，後藤四郎，松岡直之，吉田健一との共同研究において，2次元正則
局所環上の contracted ideals に関する Rees 代数の almost Gorenstein 性の判定条件を与え



た。また，2次元 excellent Gorenstein 正規局所環上の pg ideals に関する Rees 代数が almost 
Gorenstein 環であることも示した。 
課題（2）は，行列式環の almost Gorenstein 性解析に取り組んだものである。研究代表者は，

行列式環の極小自由分解の構造を解析することで，行列式環が almost Gorenstein となるため
の必要十分条件を与えた。主結果の帰結として，行列式環が almost Gorenstein であれば，極小
重複度を持つことが従う。 
課題(3)では，fiber 積の almost Gorenstein 性解析に従事した。適切な仮定の下，環の準同

型写像から定義される fiber 積が Gorenstein 環となるのは，基礎環が正則である場合に限る。
一方，fiber 積が Gorenstien 環ではないとしても，完全交叉局所環の fiber 積は依然として良
い性質を持つはずである。この視点を踏まえ，課題（3）は，後藤四郎，磯部遼太郎との共同研
究として実施され，fiber 積の almost Gorenstein 性に関する特徴付けを与えた。 
課題（4）では，1971 年の J. Lipman による stable ideals の解析から着想を得て，Arf 環の

almost Gorenstein 性解析に着手した。研究代表者は，E. Celikbas，O. Celikbas， 後藤四郎
との共同研究において，Arf環のalmost Gorenstein性に関する判定条件を与えた。この成果は，
1997 年の V. Barucci-R. Fröbergの結果を環論的視点から拡張するものである。 
課題（5）は，課題（4）の成果を踏まえ，J. Lipman による Arf 環論を，古典的なイデアル論

の立場から考察し，weakly Arf 環論へと拡張し，基礎理論の構築と整備を行った。課題（5）で
は，不変式環や行列式環，イデアル化，ファイバー積を用いた weakly Arf 環の構成法を提示し, 
また，F-pure な Noether 環, さらに任意の体上の Stanley-Reisner 環が weakly Arf 環であるこ
との証明にも成功した。 
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