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研究成果の概要（和文）：多様体がformalになるための障害を与えた。特にMassey積が多くの場合消えることを
示した。また、あるリーマン多様体が存在するための障害も与えた。homogeneous pair という概念を導入し、
多くの幾何構造のモジュライ空間の幾何構造を明らかにした。
calibrated部分多様体のミラーと思えるdHYM,dDT接続を研究した。まず変形理論を確立し、Cayley, associator
 equalityのミラー版を示した。これにより、dDT接続はミラー体積の最小を与える等の様々な事実を証明した。
他に、ミラー体積の負の勾配流の短時間存在と一意性、dDT接続のいくつかの特徴づけを行った。

研究成果の概要（英文）：I found obstructions for manifolds to be formal. In particular, I showed 
that the Massey product vanishes in many cases. I also found obstructions for the existence of a 
certain class of Riemannian manifolds. I introduced the notion of homogeneous pairs, and unraveled 
the geometric structure of moduli spaces of several kind of geometric structures.
I studied dHYM, dDT connections, which can be considered to be mirrors of calibrated submanifolds. I
 first established the deformation theory and show the mirror version of Cayley, associator 
equality. This implies various facts such as the property that dDT connections minimize the mirror 
volume. In addition, I showed the short-term existence and uniqueness of the negative gradient flow 
of the mirror volume, and gave some characterizations of dDT connections.

研究分野：微分幾何学

キーワード： special holonomy　G2多様体　Spin(7)多様体　モジュライ空間　Hessian計量　formality　dHYM接続　
dDT接続

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多様体がformalになる障害を与えることで、formalでない多様体を発見するのをより容易にした。同様に、ある
条件をみたさないリーマン多様体の発見もより容易にした。homogeneous pairは、多くの幾何構造のモジュライ
空間を含む概念であるので、そのようなモジュライ空間の性質を統一的に扱えるようになる。
また部分多様体のミラーが、部分多様体の理論やゲージ理論と多くの類似点を持つことがわかった。更なる類似
が成り立つことが期待され、大きな発展が見込まれる。逆に、このミラー側の研究を発展させることで、部分多
様体やゲージ理論の研究への応用も期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

calibrated 部分多様体は、ケーラー多様体の複素部分多様体の一般化とも捉えられる。
calibrated 部分多様体は、極小部分多様体の研究に非常に重要である。極小部分多様体は、2 階
の偏微分方程式で定義される。一方、calibrated 部分多様体は 1 階のそれで定義され、比較的
扱いやすい。（Yang-Mills 接続と ASD 接続のような関係。）また calibrated 部分多様体は、極
小部分多様体の研究の観点のみならず、物理学からも注目を集めている。コンパクトカラビ・ヤ
ウ多様体のミラー対称性は、特異点をもつ特殊ラグランジュ部分多様体を用いて説明できると
予想されている。 
また Gromov-Witten 不変量を定義するには、概正則曲線のモジュライ空間をコンパクト化し
て、その上で積分を行って定義された。同様のことを calibrated 部分多様体に対して考える研
究も盛んである。しかし calibrated 部分多様体モジュライ空間のコンパクト化は、概正則曲線
の場合のようにはいかないことが知られている。モジュライ空間の境界にあたる点は、特異点を
もつ calibrated 部分多様体である。したがって、Gromov-Witten 不変量の類似物を定義するに
は、より特異点の理解を深める必要がある。 
 
 
２．研究の目的 
上述のように、ミラー対称性との関連や Gromov-Witten 不変量の類似を考えるにあたり、特
異点を持つ calibrated 部分多様体の研究がとりわけ重要である。 
特異点のうち最も扱いやすいのは錐(cone) の形をした特異点である。そこで、そのような特
異点を持つ calibrated 部分多様体に注力して研究を行う。その特異点を持ったままの変形、お
よびその特異点の解消の様子を明らかする。扱いやすい特異点を持つ、部分多様体とその上の幾
何構造のペアに対しても同様のことを明らかする。 
 
 
３．研究の方法 
(1)表現論を用いて、等質な calibrated 錘部分多様体の変形の k 次近似(k = 2,3…) を考え
る。それをもとに、L∞代数等を用いて錘部分多様体の変形の様子を捉える。 
 
(2)カラビ・ヤウ多様体の場合を応用し、G2, Spin(7) の場合に同じ点で錘特異点を持つ多様体
とその部分多様体を同時に非特異化する。それにより新しいコンパクトな例も構成する。 
 
(3)ペアのモジュライ空間の局所的性質を、部分多様体だけの場合の手法を応用して調べる。(1), 
(2)の手法をこの場合にも適用し、ペアのモジュライ空間の境界のある点（扱いやすい特異点を
持つ部分多様体と幾何構造のペア）の近傍の様子を理解する。 
 
 
４．研究成果 
 
(1)多様体の formality に関する研究 
D.Fiorenza 氏、H.V.Le 氏、L.Schwachhofer 氏との議論により、コンパクトリーマン多様体の
Hodge 分解の一般化として、Poincare DGCA of Hodge type を導入した。そしてそれが(r-1) 
connected (r>1)の場合には、あるコホモロジー類が formal になるための障害になることを示
し、また Massey 積が多くの場合消えることを示した。リーマン多様体への応用として、harmonic 
1-form が平行になるような計量（例えば多様体が単連結か、計量が非負の Ricci 曲率を持つ場
合）が入るための位相的な障害を与えた。 
 
(2)homogeneous pair の導入 
多くの幾何構造のモジュライ空間には、potential function が斉次な Hessian 多様体の構造
が入る。Hessian 多様体のあるクラスを含む homogeneous pair という概念を導入し、定曲率計
量が入るための条件、測地線、完備化について調べた。これにより、より多くの幾何構造のモジ
ュライ空間の幾何構造を明らかにした。また多様体が 2次元の場合に、多くの平坦計量が入るこ
とを示した。 
特に、コンパクトリーマン多様体上のリーマン計量の全体の空間の完備化に関する Clarke-
Rubinstein の結果を拡張することに成功した。また G2 構造のモジュライ空間には、２つの自然
な計量があることが知られているが、これらの完備化はそれぞれ異なることを示せた。 
 
 



(3)dHYM 接続のモジュライ空間の決定 
deformed Hermitian Yang-Mills(dHYM)接続とは、特殊ラグランジュ部分多様体のミラー対称
性における対応物である。山本光氏との議論により、dHYM 接続のモジュライ空間の構造を決定
し、それはトーラスになることを示した。 
 
(4)G2-dDT 接続の変形理論 
G2 deformed Donaldson-Thomas (G2-dDT)接続とは、(co)associative 部分多様体のミラー対
称性における対応物である。新しい G2 構造を導入することで、どちらの変形も canonical 
complex とよばれる楕円形複体の部分複体で記述できることを示した。G2 構造を摂動すると、
dDT 接続のモジュライ空間は自然な向きを持つ第一ベッチ数次元の滑らかな多様体になること
を示した。 
 
(5)Spin(7)-dDT 接続の変形理論 
Spin(7)-dDT 接続とは、Spin(7)構造をもつ多様体上の deformed Donaldson-Thomas 接続の略
称で、Cayley 部分多様体のミラー対称性における対応物である。新しい Spin(7)構造を導入す
ることで、 Spin(7)-dDT 接続の変形は、canonical complex とよばれる楕円形複体の部分複体
で記述できることを示した。またある条件下のもと、Spin(7)構造を摂動するとそのモジュライ
空間は自然な向きを持つ滑らかな有限次元多様体になることを示した。 
 
(6)体積汎関数のミラーの研究 
Cayley, associator equality は Spin(7),G2 幾何の基本的だが有用な等式である。フーリエ
向井変換を用いてそのミラー版を予想し、実際それが成り立つことを示した。これにより、
Spin(7),G2-dDT 接続は calibrated submanifold や Spin(7),G2-instanton と同じような性質
を多くもつことが確かめられた。（例えば Spin(7),G2-dDT 接続はミラー体積の最小を与え、その
値は位相的に与えられること、あるいはホロノミー群が還元したときの対応など。）加えて、（あ
る適当な条件のもと）平坦束の dDT 接続は平坦接続しかないことを示した。更に、体積汎関数の
ミラーの負の勾配流（通常の平均曲率流のミラー）を定義し、その短時間存在と一意性を示し 
た。 
 
(7)大体積極限の観点からの存在証明 
 形式的には、G2-instanton は dDT 接続の「大体積極限」だと思える。（つまり、G2 構造が十
分大きいか曲率が十分小さいとき、G2-dDT 接続は G2-instanton とほぼ同じものになる。）また
ホロノミー群が G2 に一致する多様体上の複素直線束には、常に G2-instanton が存在する。これ
らの事実を用いて、ホロノミー群が G2 に一致する多様体の「G2 構造が十分大きい」とき、G2-
dDT 接続が常に存在することを示した。 
 
(8)multi-moment map での G2-dDT 接続の特徴づけ 
 G2-dDT 接続の類似の場合である dHYM 接続は、moment map の零点として書けることが知られ
ている。G2-dDT 接続に対しても類似の主張を示した。そのために、moment map の自然な類似で
ある multi-moment map を用いた。ユニタリー接続の空間上にゲージ群の作用で不変な自然な閉
3形式を定義し、それを用いて、G2-dDT 接続が multi-moment map の零点として書けることを示
した。 
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