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研究成果の概要（和文）：代数多様体の標準計量はいわゆる幾何学的不変式論に由来する安定性と対応すると考
えられている（Yau-Tian-Donaldson予想）。一方で、標準計量が存在しないときは多様体を安定な方向に退化さ
せて調べることが重要なテーマとなる。我々はFano多様体の場合にこの問題を再定式化することで新たに計量の
時間発展方程式を導入し、解の存在を証明した。さらにこの解を用いて最適な退化を漸近的に構成した。
また、自己同型群が有限でない場合に、安定性から標準計量の存在を示すためのアイデアを提示した。

研究成果の概要（英文）：The famous Yau-Tian-Donaldson conjecture states that the existence of 
standard Kahler metric is equivalent to the stability condition which is originated from Mumford's 
Geometric Invariant Theory. If there does not exist such a standard metric, we want to study a 
variety degenerating it to the stable one. We gave a new formulation to this problem, introduced a 
new geometric flow, and showed the existence of the long-time solution. Using this solution we 
further gave an asymptotic construction of the optimal degeneration. 
We also provided some ideas to prove the existence of the standard metric when the automorphism 
group is possibly not finite.  

研究分野： 複素解析幾何

キーワード： ケーラー・アインシュタイン計量　K安定性　モンジュ・アンペール方程式　乗数イデアル層

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数多様体は二次曲線や楕円曲線の一般化であり、数理科学全般の中でも極めて基本的な研究対象と言える。代
数多様体を分類するという観点に立つと、標準的なケーラー計量の存在問題はごく自然な問題である。一方で、
標準的なケーラー計量を持たない多様体も多く存在する。そのような多様体を調べるには、「研究成果の概要」
で述べたような最適な退化を研究することが重要である。最適退化に関する我々の一連の研究成果は、この領域
の方向を決定づけており、今後の研究の基礎となるものだと考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
代数多様体の標準計量はいわゆる幾何学的不変式論に由来する安定性と対応すると考えられて
いる（Yau-Tian-Donaldson 予想）。一般の偏極代数多様体に対する Yau-Tian-Donaldson 予想
は現在でも未解決の問題であるが、Fano 多様体については Chen-Donaldson—Sun によって
Kahler-Einstein 計量の存在と K 安定性が同値であることが示されていた。一方で、標準計量
が存在しない、すなわち安定でない Fano 多様体はごくありふれたものである。このような一
般の Fano 多様体を調べるためには、安定性を測る種々の不変量を最小にするような方向へ多
様体を退化させればよいと考えられる。このとき、退化した多様体はある種の標準計量を有し、
安定になると考えられていた。実際 Donaldson は 2005 年ごろに Calabi 汎関数の下限が正規
化された Donaldson-二木不変量により達成されるという予想を提出している。Calabi 汎関数
は Calabi 流と呼ばれる計量の時間発展方程式により最適化されるので、Calabi 流が最適な退
化を実現しているのではないかと考えるのは自然である。ところが Calabi 流の解析は難しく、
時間大域解の存在すら現在でも未解決である。 
 
２．研究の目的 
 
一般の偏極多様体における標準計量とはスカラー曲率が一定のKahler計量を指す。ところが、
Fano 多様体の場合この条件は Ricci 曲率が一定であるという条件、すなわち Kahler-Einstein
計量と同値な概念である。Fano 多様体に対する Yau-Tian-Donaldson 予想が比較的簡単なの
はこのことに起因する。実際、Kahler-Einstein 計量は Monge-Ampere 方程式と呼ばれる 2 階
の非線形偏微分方程式に帰着され、解析する手立てが比較的豊富に存在する。我々はこの点に
注目して、Fano 多様体の場合は Calabi 流に代替する計量の時間発展方程式が存在するのでは
ないかと考えた。このような新しい時間発展方程式を導入することで問題を再定式化し、最適
退化を構成することが本研究の目的であった。 
 
３．研究の方法 
 
我々はまず Fano 多様体の場合に Ricci ポテンシャル関数を用いることで Calabi 汎関数の亜種
を導入し、この汎関数の値が正規化された Ding 不変量によって下から抑えられることを示した。
これは前述した Donaldson の結果の類似になっている。そこでこの評価に基づいて最適退化の
問題を再定式化し、Calabi 流に代わる新しい計量の時間発展方程式−逆 Monge-Ampere 方程式を
導出した。次いで高橋氏、Collins 氏との共同研究において、この時間発展方程式が時間大域
解を持つことを示した。時間大域解の存在は解のアプリオリ評価に基づく。中でも重要なのが
C0 評価である。この種の非線形微分方程式に対して C0 評価を得るにはいわゆる比較原理を適
用するのが定石であるが、逆 Monge-Ampere 方程式ではうまくいかない。そこで変分法的な手法
を流用するのが新しいアイデアである。すなわち、仮に方程式の解が有限時間で爆発するとし
ても、その解は弱解の範疇に収まっていることを観察したのである。すると Monge-Ampere 方程
式の弱解に対する Kolodziej の評価が適用できて、逆 Monge-Ampere 方程式の C0評価が得られ
ることが分かった。 
この意味で、我々の方法は従来のアプリオリ評価で用いられる方法に複素ポテンシャル論のテ
クニックを融合させたものだと言える。 
次の問題は、逆 Monge-Ampere 方程式からどのようにして最適退化を構成するかということであ
った。我々は Nadel の古典的な結果にインスピレーションを得て、時間大域解の乗数イデアル
層を取ることで最適退化を（漸近的に）構成した。乗数イデアル層とは計量に鑑みて二乗可積
分な正則関数を集めてできるイデアル層であり、これも多変数複素解析的な色合いが強い概念
である。実は時間大域解から直接乗数イデアルを取ることはできないため、多重劣調和函数に
よるPerron envelopeを介する必要がある。これも複素ポテンシャル論の技術に根ざしている。 
 
４．研究成果 
 
我々の主要な結果は Fano 多様体に関するものである。特に、最適退化の問題を Ricci ポテンシ
ャル関数を用いて再定式化し、新たな計量の時間発展方程式を導出した。次いで高橋氏、Collins
氏との共同研究において、この「逆 Monge-Ampere 方程式」が時間大域解を持つことを証明した。
この共同研究では具体的な Fano 多様体について最適退化を調べるということも実行しており、
特にトーリック Fano 多様体については逆 Monge-Ampere 方程式が直接最適退化と結び付けられ
ることを示した。また、退化させた多様体が満渕のソリトン計量と呼ばれる標準計量を持つこ
とも観察している。 
その後も独自に研究を続け、逆 Monge-Ampere 方程式の解に対する乗数イデアル層を取れば少な



くとも漸近的に最適退化が構成できることを示した。さらに、同様のアイデアが Kahler-Ricci
流と呼ばれる古典的な幾何学的流にも適用できることを発見し、最適退化についても類似の結
果を得た。この方面は現在でも C. Li 氏や C. Xu 氏らによって代数幾何学的な観点から盛んに
研究されている。 
以上は最適退化に関する研究であったが、標準計量の存在問題についても並行して研究を行い、
幾つかの結果を得た。特に上述した満渕のソリトン計量について詳しく調べ、対応する安定性
の概念−相対 D 安定性を定義した。さらに、相対 D安定性と満渕のソリトン計量の存在が同値で
あることを示した。 
また、Yau-Tian-Donaldson 予想への変分法的なアプローチ（Berman-Boucksom-Jonsson）にも
興味を持った。従来の結果は自己同型群が有限の場合に限ったものであったが、これを一般の
場合に拡張する研究を行なった。具体的には自己同型群を考慮した上で安定性およびエネルギ
ー汎関数の増大条件を再定義し、その妥当性を示した。この定式化は一般の偏極多様体に対し
ても通用する。 
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