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研究成果の概要（和文）：指数の局所化の射程を探った．
第一は，境界付き多様体の指数とドメインウォールフェルミオンとの関係を，物理の格子ゲージ理論に触発さ
れ，研究した．その結果，APS指数をドメインウォールフェルミオンのエータ不変量で表す公式を得た．これら
の公式のmod 2指数や複素フェルミオンへの拡張も研究した．
第二は，反自己双対計量のモジュライ空間の向き付け可能性を判定するためのKR指数の計算である．

研究成果の概要（英文）：We have investigated the scope of Witten localisation techniques:
First, we studied the relation between the index on manifolds with boundary and domain wall 
fermions, inspired by lattice gauge theory; and we derived a formula expressing the 
Atiyah-Patodi-Singer index interms of the eta invariants of domain wall fermion Dirac operators. We 
also studied mod 2 extensions.
Second, we have studied the orientation of moduli spaces of anti-self-dual metrics.

研究分野： 幾何解析

キーワード： 幾何解析

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
指数定理と格子ゲージ理論を架橋し，Atiyah-Patodi-Singerの指数定理の格子ゲージ理論的定式化に道を開い
た．さらに，指数の局所化の射程を探った．第一に，境界付き多様体の指数とドメインウォールフェルミオンと
の関係を，物理の格子ゲージ理論に触発され，研究したことがある．その結果，APS指数をドメインウォールフ
ェルミオンのエータ不変量で表す公式を得た．これらの公式のmod 2指数や複素フェルミオンへの拡張も研究し
た．第二に，反自己双対計量のモジュライ空間の向き付け可能性を判定するためのKR指数の計算がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
本研究計画には二つの背景がある．一つはザイバーグ＝ウィッテン理論における代表者の研究 
であり，もう一つはコンパクト四次元双曲多様体のケーラー構造についての観察である．  
  
まずは一つの背景を説明する．代表者はこれまで四次元多様体論におけるザイバーグ＝ウィッ 
テン(Seiberg-Witten)方程式の微分幾何への応用を研究してきた．SW 方程式とはディラック作 
用素に関する偏微分方程式と曲率に関する偏微分方程式の連立方程式であって，その解のモジ 
ュライ空間のコンパクト性を著しい特徴とし，ボッホナー＝ヴァイツェンベック公式を介して 
微分幾何への応用がある．代表者のこれまでの研究で本研究計画と関係が深いのは，論文 
(Furuta-Matsuo, JMSJ 68 (2016) 1-14)において導入された SW 方程式の新しい摂動である．  
この論文では，ディラック作用素のボッホナー＝ヴァイツェンベック公式を出発点として SW 
方程式と等価な方程式が得られることを示し，SW 方程式の解のモジュライ空間のコンパクト
性に全く新しい証明を与えた．この摂動をさらに研究する中で，自己双対調和 2-形式のノルム
により共形変換された特異リーマン計量の導入に至った．この特異リーマン計量による SW 方
程式に対する形式的な考察により，代表者はコンパクト四次元双曲多様体の SW 不変量は自明
であるとの予想に導かれた．さらに，ディビス多様体など具体的な四次元双曲多様体での計算に
よりこの予想は確認された．  
  
もう一つの背景は次である．エンリケス＝小平の複素曲面の分類理論と調和写像の理論により， 
コンパクト四次元双曲多様体はコンパクト複素曲面とホモトピー同値になることはないとわか 
る．特に，コンパクト四次元双曲多様体にはいかなるケーラー構造も入らない．  
ケーラー構造とは可積分シンプレクティック構造のことであり，従って，コンパクト四次元双曲 
多様体にはいかなる可積分シンプレクティック構造も入らない}さらに，アームストロングの結 
果(Quart. J. Math. Oxford 1997)により，コンパクト四次元双曲多様体にはその双曲計量に整合 
的なシンプレクティック構造が入らない．これらの結果を踏まえ，コンパクト四次元双 
曲多様体にはいかなるシンプレクティック構造も入らないと予想するのは自然である．また， 
タウベスの結果により，コンパクト四次元シンプレクティック多様体の SW 不変量は非自明で 
ある．従って，コンパクト四次元双曲多様体の SW 不変量が自明であることが示されれば，系
として，コンパクト四次元双曲多様体にはシンプレクティック構造が入らないとわかる． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，コンパクト四次元双曲多様体にはシンプレクティック構造が入らないことを
ザイバーグ=ウィッテン理論により証明することにある．そのために，コンパクト四次元双曲多
様体のザイバーグ=ウィッテン不変量の消滅定理を証明する． 
 
 
３．研究の方法 
 
ザイバーグ=ウィッテン (Seiberg-Witten) 不変量とは，コンパクト四次元有向閉多様体の微分
同相不変量であり，SW 方程式の解のモジュライ空間の上の交叉理論により定義される．コンパ
クト四次元有向多様体 X の SW 不変量は，X 上の Spinc 構造の全体を Spinc(X) とするとき，
適当な技術的仮定の下で，写像 

SW：Spinc(X) → Z 
として与えられる．本研究計画の最大の目的は，コンパクト四次元双曲多様体の SW 不変量の
消滅定理，すなわち，もしもコンパクト四次元有向多様体 X が負の定曲率計量を許容するなら
ば，X の SW 不変量 SW：Spinc(X) → Z が写像としてゼロ写像であると示すことにある．そ
の証明のために特異計量に対する SW 方程式の理論を構築する．(X, g) をコンパクト四次元有
向多様体として，ω を自己双対調和 2-形式とする．このとき，本研究計画では，ω のノルムに
より共形変換された特異計量 g’:= ¦ω¦g に注目する．ω の零点に沿って g’ には特異性がある．
零点を持たない自己双対調和 2-形式とは，本質的には，g に整合的なシンプレクティック形式
と同じことである．従って，X にシンプレクティック構造が入るかどうかと g’ の特異性とは関
係がある．また，ω の零点 (nodal set) の解析により，特異計量 g’ のスカラー曲率 R(g’) を
定義することができる．さらに，特異計量 g’ に対するアインシュタイン=ヒ ルベルト汎関数
E(g’) も考えることができる．さらに，  
・X の SW 不変量 SW は，特異計量 g’ を用いても計算することができる. 
・SWX が非自明であれば，定数 c1 と自己双対調和 2-形式 ω が存在して，E(g’) < c1 とな



る.(ここに特異計量の SW 方程式の考察を使う．) 
・X が双曲多様体のとき，定数 c2 が存在して，自己双対調和 2-形式 ω に対して E(g’) ≥ c2 
となる. 
・c1 < c2 を示す．(よって，コンパクト四次元双曲多様体の SW 不変量は自明となる.)  
 
 
４．研究成果 
 
当初の計画は大幅に変更され，実際には，ザイバーグ＝ウィッテン方程式の差分化の考察を行っ
た．その結果，格子ゲージ理論と指数の関係について研究することになった．研究成果としては，
境界付き多様体の指数とドメインウォールフェルミオンの関係の考察により，APS 指数をドメ
インウォールフェルミオンのエータ不変量で表す公式を得た． これらの公式の mod 2 指数や複
素フェルミオンへの拡張も研究した．さらに，反自己双対計量のモジュライ空間の向き付け可能
性を判定するための KR 指数の計算への応用も得た． 
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