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研究成果の概要（和文）：本研究の対象は、Euclid空間内の交差体とよばれる星体である。交差体は星体から作
られる。凸体の交差体は凸とは限らない。Busemannの定理「原点対称な凸体の交差体は凸である」が知られてい
る。本研究の目的の1つは原点対称でない凸体から凸な交差体を構成することである。
本研究では次を示した。Lを星体とし、その動径関数は2回連続微分可能とする。Kを、Lと原点を中心とする球と
の動径和とする。この球の半径が十分大きいならば、KとKの交差体は凸になる。

研究成果の概要（英文）：The setting of this research is in the Euclidean space, and the object is an
 intersection body. An intersection body is a star body made from a star body. In general, the 
intersection bodies of a convex body containing the origin is not convex. Busemann’s theorem states
 that the intersection body of any centered convex body is convex. We are interested in how to 
construct convex intersection bodies from convex bodies without any symmetry (especially, central 
symmetry).
We showed the following. Let L be a star body such that its radial function is twice continuously 
differentiable. Let K be the radial sum of L and a centered ball. If the radius of the ball is “
large enough”, then K and the intersection body of K are convex.

研究分野： 幾何学

キーワード： 凸体　交差体　凸性　Busemannの定理　Busemann-Pettyの問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究はBusemann-Pettyの問題に由来する。Busemann-Pettyの問題の心は「2つの凸体の体積は、平面による切
り口の面積によって比べられるか」であり、凸幾何学の逆問題(geometric tomography)における中心的課題の1
つとなっている。Busemann-Pettyの問題の解は凸な交差体であることが知られている。そのため、凸な交差体の
構成は重要な課題である。
本研究では、凸な交差体の新しい構成方法を提示した。本研究成果の応用例として、Busemann-Pettyの問題の解
の具体的な構成が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 本研究は Busemann—Petty の問題(文献②)に由来する。Busemann—Petty の問題とは「K, L を
n 次元 Euclid 空間内の原点対称な凸体(有界な開集合の閉包で凸なもの)とする。原点を通る任
意の超平面 Hに対して, K と Hとの共通部分の n-1 次元体積は, L と Hとの共通部分の n-1 次元
体積を超えないと仮定する。このとき, K の体積は Lの体積を超えないか」である。この問題は
凸幾何学の逆問題(geometric tomography)において中心的課題の 1つとなっている。 
Busemann—Petty の問題は 5次元以上の場合に反例が挙がっている。Lutwak により, 交差体と

よばれる星体(有界な開集合の閉包で原点に関して星形のもの)が導入され, 定理「Kが凸な交差
体ならば, Busemann—Petty の問題は肯定的に成り立つ」が示された(文献⑤)。Gardner と Zhang
により, 同時期に独立に, 定理「Busemann—Petty の問題が肯定的に成り立つための必要十分条
件は, 原点対称な凸体は交差体である」が示された(文献③, ⑧)。 
交差体は星体から作られる。星体 Aから交差体を作る際, A と原点を通る超平面との共通部分

の n-1 次元体積を用いる。星体 Aが交差体であるとは, ある星体 A’が存在して, A が A’の交
差体であることをいう。交差体は原点対称である。凸体の交差体は凸とは限らない。凸な交差体
は, Busemann—Petty の問題の解であるから, その構成は重要な課題である。 
凸な交差体の構成として, Busemann の定理「原点対称な凸体の原点における交差体は凸であ

る」が知られている(文献①)。交差体の形状に関する研究成果は, 他にもいくつか知られている
が, 本研究の計画時点で, 結論が凸であるものは Busemann の定理の他に見当たらなかった。 
 
(2) 交差体の凸性に関連して, 凸体の中心の研究が挙げられる。原点対称でない凸体の交差体
は凸とは限らないことを動機として, Moszyńska は凸体の「良い」原点の位置を探す研究を開始
した(文献⑥)。Moszyńska は, 試みとして, 凸体 Kの点 xにおける p次の双対体積(Kと xを通
る p次元 affine 空間との共通部分の p次元体積の平均)を最大にする xを, Kの p次の輻射中心
とよび, その性質を研究した。定義から, 双対体積と輻射中心の次数 pは 1以上 n-1 以下の整
数だが, p が正の実数であれば, それらの定義の式が意味をもつので, 双対体積と輻射中心の
次数 pは正の実数とする。ただし, p が nより大きいとき, 双対体積を最小にする xを輻射中心
とよぶ。輻射中心について, その存在と一意性, Hausdorff 距離に関する連続性など, 基本的な
性質は考察されていたが, 本研究の計画時点で, 輻射中心と凸体の形状との関係は考察されて
いなかった。 
 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究の大きな目的は, 原点対称とは限らない凸体から凸な交差体を構成することであっ
た。本研究の計画時点で唯一の手掛かりであった Busemann の定理を基に, 課題「原点対称な凸
体 S が与えられるごとに, 交差体が凸になるような S の近傍を与えよ」の解決を目的の 1 つと
した。 
 
(2) 本研究の計画時に, 数式処理ソフトを用いて, 平面上の原点を中心とした正三角形△の平
行体(外側法方向へ膨らませたもの)とその交差体を描画した。半径(膨らませる幅)を大きくす
ると, △の平行体は円板のような形になり, その交差体も凸になった。また, 半径が小さいと, 
その交差体は凸でなかった。これを基に, 問題「Kを, 原点含む凸体 Lの平行体とし, 半径を十
分大きくとれば, K の交差体は凸になるか」の解決を目的の 1つとした。加えて, 問題「Kの交
差体が凸になるような半径の下限は, 原点と L の輻射中心との距離に関して狭義単調減少か」
の解決も視野に入れた。 
 
(3) 並行して, 交差体と輻射中心に関係する凸幾何学・解析学の研究成果を広く収集し, 種々
の問題の解決と独創的な研究の展開を志した。 
 
 
３．研究の方法 
(1) 本研究の計画時に参照した文献を, 証明も含めて理解しようとした。特に, Gardner 氏の教
科書(文献④)の第 8 章を熟読し, Busemann の定理の証明を自分のものにした。研究開始時点に
手元にあった文献に引用されていた文献を購入し, それらの理解も試みた。文献から得た知識・
計算方法を用いて, 自身で問題解決を思考した。 
 
(2) 凸体の交差体の凸性を導くために, 凸体の超平面による切り口の面積を評価する必要があ
る。切り口の面積は積分で与えられ, その評価は自明でない。数式処理ソフトを用いて複数の具
体例を計算し, 自身の計算の妥当性を確認することで, 研究の効率を上げられた。 
 



(3) 凸幾何学を主題とした国際研究集会に参加し, 研究発表を聞くことで, 問題解決に有益な
情報を収集できた。研究集会の参加者と討論することで, 読むべき文献を知り, 問題解決に使
える計算手法も学べた。 
 
(4) 輻射中心の研究について, Irmina Herburt 氏(ワルシャワ工科大学)と討論した。Herburt 氏
は Moszyńska 氏と交流があり, 輻射中心の研究に寄与している。問題意識を共有でき, 有意義
な議論を行えた。また, Herburt 氏にポーランドの凸幾何学の研究者を紹介してもらい, 輻射中
心の研究成果について多くの意見をもらえた。 
 
 
４．研究成果 
(1) 交差体の凸性について, 大きく 2つの成果を得た。これらの成果を学術論文の形にし, 査
読付き学術雑誌へ投稿した。 
(I) A を, 原点を含む「強く凸」な体(有界な開集合の閉包)とする。Aの動径関数は 2回連続

微分可能と仮定する。このとき, 次の 2つが成り立つ。 
(I-1) Aの動径関数と2回連続微分可能な十分小さい関数との和を動径関数とする星体は凸で

ある。 
(I-2) (I-1)の凸体の交差体は凸である。 
(II) A を, 星体とする。Aの動径関数は 2回連続微分可能と仮定する。このとき, 次の 2つ

が成り立つ。 
(II-1) 正の数 Rを十分大きくとると, A の動径関数と Rとの和を動径関数とする星体は凸で

ある。 
(II-2) (II-1)の凸体の交差体は凸である。 
(I)の A の「強い凸性」について補足する。星体 Aが凸になるための必要十分条件は Aの動径

関数の不等式で記述される。A の境界が平坦な部分をもつとき, この不等式の等号が成り立つ。
Aの「強い凸性」は, この不等式を用いて定義される。球はここでの「強い凸性」をみたす。し
たがって, (I-2)から「球の十分小さな変形の交差体は凸である」が従う。(I-2)は研究の目的(1)
で掲げた課題への解答といえる。 
(II)は研究の目的(2)で提示した問題に取り組んだ結果である。当初, 凸体を外側法方向へ膨

らませたものを考える予定だったが, 技術的に難しく, 問題の修正を模索した。文献調査によ
り, 凸体を外側動径方向へ膨らませたものならば, 超平面による切り口の面積の計算が(相対的
に)簡単になり, 肯定的成果につながった。 
 
(2) 関連する研究として, Herburt 氏と共同で, 凸多角形の双対体積の極値問題を考察した。p
を 0 より大きく 2 以下の実数とし, 定理「原点を中心とする円板 D に含まれる凸ｋ角形 P の p
次の双対体積の原点における値が最大になるための必要十分条件は, Pが Dに内接する正凸 k角
形である」を示した。双対体積の次数 pが 0以下の場合には, 双対体積の有限部分を取り出し, 
原点を内部に含む P に対して, 同様の定理を示した。双対体積の次数 p が 2 より大きい場合に
は, 以下を示した。 
(i) p が 2より大きく 4より小さいならば, D に内接する正三角形は双対体積の原点における

値を局所最大にする。 
(ii) p が 4のとき, D に内接する正三角形は双対体積の原点おける値の局所最大も局所最小

も与えない。 
(iii) p が 4の十分小さい右側近傍に含まれるならば, D に内接する正三角形は双対体積の原

点における値を局所最小にする。 
(iv) p が 5以上の各整数の十分小さい近傍に含まれるならば, D に内接する正三角形は双対

体積の原点における値を局所最小にする。 
 
(3) 輻射中心と凸体の形状との関係についても考察した。特に, 三角形の輻射中心を考察した。
三角形の輻射中心の位置を, 三角形の辺と角だけを用いて記述した。それを用いて, 定理「内
心と輻射中心が等しい三角形は正三角形に限る」, 「外心と輻射中心が等しい三角形は正三角形
に限る」を示した。輻射中心は重心を含む一助変数族であるから, 得た 2つの定理は, それぞ
れ, 初等幾何の定理「内心と重心が等しい三角形は正三角形に限る」, 「外心と重心が等しい三
角形は正三角形に限る」の一般化といえる。定理「すべての次数の輻射中心が等しい三角形は正
三角形に限る」も示した。 
 
(4) 輻射中心は双対体積の最大点であった。すなわち, 輻射中心は関数の最大点である。この
方針の研究として, 若杉勇太氏(広島大学)と共同で, 全空間における消散型波動方程式の解の
空間最大点を考察した。初期位置はコンパクトな台をもつ滑らかな非負値関数とし, 初期位置
と初速の和は零とする(初期位置と初速の和が消えない場合は文献⑦で解決していた)。このと
き, 解の空間最大点は, 初期位置の台から時刻変数の平方根の速さで空間遠方に逃げることを
示した。また, 解の空間最小点は, 初期位置の重心に収束することを示した。 
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凸体のRieszポテンシャル, 中心, 切り口と影

距離核ポテンシャルの臨界点と正三角形の特徴づけ
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