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研究成果の概要（和文）：本研究課題の目的は，特異点をもつ滑らかな曲面の微分幾何的性質を明らかにすると
ともに，その離散的対応物を定式化し性質を研究することにあった．具体的には以下の研究について成果を得
た．
(I)(1) 任意に与えられた結び目の型と捻り数をもつ，離散可展的かつ測地的なメビウスの帯の構成，(2) 離散
可展面上に現れるカスプ辺型および燕の尾型の特異点の定式化と性質の研究，
(II)(1) Kossowski計量の実現問題, (2) カスプ辺の異性体の研究と折り紙の曲線折りに関する研究，(3) 交叉
帽子特異点の形式的べき級数による等長実現．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research project is to clarify the differential 
geometrical properties of smooth surfaces with singularities, and to formulate and study the 
properties of their discrete objects. In particular, the following results are obtained;
(I)(1) constructions of discrete developable and geodesic Mobius strips with arbitrarily given knot 
types and twisting numbers, (2) the formulation and study of properties of singularities of cuspidal
 edge type and swallowtail type, appearing on discrete developable surfaces,
(II)(1) the problem of isometric realizations of a given Kossowski metric, (2) classifications of 
isomers of  cuspidal edges up to congruence, and reserch on origami curved foldings, and (3) 
isometric realizations of cross cap singularities by formal power series.

研究分野： 微分幾何学

キーワード： 可展面　離散曲面　メビウスの帯　特異点　カスプ辺　交叉帽子　等長実現　折り紙
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研究成果の学術的意義や社会的意義
近年，曲線や曲面の微分幾何学的な性質に着目し，その離散的対応物を定式化し研究する分野である「離散微分
幾何学」の研究が盛んになりつつある．微分幾何学的に重要と考えられる性質に着目して離散化しているため，
数値計算における単なる近似に比べ幾何構造を保つと考えられ，数学の枠を超えて建築やコンピュータグラフィ
ックスを含む工学的，芸術的分野への応用も期待される．本研究では，可展面と特異点についての離散化を出発
点として，離散曲面の研究と，その由来となる特異点をもつ曲面の微分幾何学的性質の研究の両面に対して，広
く成果を得た．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
近年，曲線や曲面の微分幾何学的な性質に着目し，その離散的対応物を定式化し研究する分

野である「離散微分幾何学」の研究が盛んになりつつある．微分幾何学的に重要と考えられる
性質に着目して離散化しているため，数値計算における単なる近似に比べ幾何構造を保つと考
えられ，数学の枠を超えて建築やコンピュータグラフィックスを含む工学的，芸術的分野への
応用も期待される．  
研究開始当初は，3 次元ユークリッド空間における，ガウス曲率が恒等的に零の線職面であ

る「可展面」に着目した．可展面は，平面，円錐面や円柱面などのように，伸び縮みすること
のない素材としての「紙」を丸めたり，滑らかに継ぎ合わせたりしてできる曲面の数学的モデ
ルである．すなわち，局所的には標準形量を備えた 2 次元ユークリッド平面に等長的な曲面の
ことである．この微分幾何学的な性質に着目した離散的対応物として，1970 年に Sauer によ
って定式化された「離散可展面」がある．筆者はこれまでに，滑らかな曲面のクラスにおける
可展的なメビウスの帯の研究や，その上に現れるカスプ辺や燕の尾といった特異点の研究を行
ってきた．滑らかな曲面やその特異点の微分幾何的性質を明らかにするにつれ，その離散的対
応物の定式化や性質に興味をもつに至った． 
 
 
２．研究の目的 
 
 曲面を微分幾何学的な意味で適切に離散化するためには，その由来となる滑らかな曲面の性
質を明らかにすることが重要である．そのため， 
(I) 離散曲面の研究  
(II) 特異点をもつ曲面の微分幾何学的性質の研究  
の両面の研究が必要である．これらについて研究し，性質を明らかにすることを目的とする．  
 
 
３． 研究の方法 
 
 
(I) 離散曲面の研究 
 
(1) 離散可展的なメビウスの帯の位相的性質 

Sauer による「離散可展面」の定式化は原典がドイツ語で書かれており，この理論に詳
しいウィーン工科大学のクリスティアン・ミュラー氏の協力を得て研究を行う．滑らかな
場合においては，筆者がすでに，任意に与えられた結び目に沿う，指定された捻り数をも
つ可展的なメビウスの帯の存在・非存在の問題を解決している．この知見をもとに，「任意
に与えられた結び目の型と捻り数をもつ測地的なメビウスの帯の存在」を与えた黒野-梅原
の定理の離散版の研究を行う． 

 
(2) 離散可展面上の特異点 

3 次元ユークリッド空間における離散可展面は，直線の離散的な運動（すなわち，直線
の番号づけられた列）であって，どの隣接する番号の 2 直線も同一平面上に横たわるもの
をいう．したがって，隣接する番号の 2 直線が互いに平行でなければ，交点をもつ．この
意味で「特異点」が自然に定義される．滑らかな曲面に現れる特異点の場合と比較し，類
似の性質が成り立たないかを調べる． 

 
(3) 滑らかな曲面への応用 

離散可展的なメビウスの帯の成果を，逆に滑らかな曲面の性質の解明へ応用できないを
調べる． 

 
 
(II) 特異点をもつ曲面の微分幾何学的性質の研究 

 
(1) Kossowski 計量の実現問題 

本田淳史氏，梅原雅顕氏，山田光太郎氏と共同で，非退化な特異点をもつフロンタル曲
面の内的定式化である「Kossowski 計量」を備えた 2 次元多様体の 3 次元ユークリッド空
間への等長実現について調べる． 
 



(2) カスプ辺の異性体 
(1)の 3 人と佐治健太郎氏と共同で，カスプ辺の異性体，すなわち，特異曲線を共有し，

同じ第一基本形式をもつものの，互いに異なるカスプ辺について調べる． 
 
(3) 交叉帽子の等長実現 

交叉帽子は 2 次元多様体から 3 次元ユークリッド空間への滑らかな写像において，その
クラスにおけるある種の位相の下で，ジェネリックに現れる特異点として知られている．
上記 4 人および長谷川大氏，筆者の先行研究により，交叉帽子特異点の内的定式化である
「Whitney 計量」が定義された．そこで，Whitney 計量の 3 次元ユークリッド空間への等
長実現についての研究を遂行する．  

 
 
４．研究成果 
 
(I)-(1) ミュラー氏と共同で，中心線が閉測地線となっている可展的なメビウスの帯の離散的

定式化を行ったうえで，離散版の黒野-梅原型の定理を得た．中心線が閉曲率線となってい
る場合については，2 種類の異なる離散化の手続きがあり，両方について成果を得ている．
しかし，与えられた離散的な結び目に沿う離散可展的なメビウスの帯の捻り数の問題につい
ては，今のところ部分的な成果にとどまっている．具体的には，もし与えられた離散的な結
び目がある平面内に横たわるならば，その離散的結び目を生成曲線とする離散可展的なメビ
ウスの帯が存在しないことは示したものの，どのような捻り数の離散的な帯が存在するかは
今後の課題である． 

 
(I)-(2) 離散可展面上に現れる特異点について，カスプ辺型の特異点と燕の尾型の特異点の定

式化を行い，その判定法を与えた．滑らかな場合には，國分-Rossman-佐治-梅原-山田によ
る波面上に現れるカスプ辺と燕の尾の判定法が知られているが，その離散的対応物に相当す
ると考えられる．今後，ミュラー氏と共同で論文にまとめていく予定である． 

 
(I)-(3) 離散版の成果をもとに，無限回連続微分可能な曲面のクラスにおける黒野-梅原の定

理の別証明を与えられるかを研究したが，まだ研究途上であり今後の課題である． 
 
(II)-(1) 実解析的に滑らかな場合において，Cauchy-Kowalevski の定理を用いて，Kossowski

計量の実現定理を得た．Kossowski 氏はカスプ辺や燕の尾を含む波面のクラスに対して等
長実現定理を示したが，筆者らはそれをカスプ状交叉帽子を含むフロンタル曲面のクラスに
拡張・精密化した．極限法曲率が零でない等長実現に対して，カスプ辺・燕の尾・カスプ状
交叉帽子の判定法を与えた． 

 
(II)-(2) 筆者を含む梅原氏，山田氏との先行研究で，カスプ辺の異性体が 2個存在するという

結果を得ていたが，本研究では，空間曲線が閉じていないときに，さらに 2個，合計で異性
体が一般に 4 個存在することが分かった．与えられた空間曲線が閉じている場合については，
一般に異性体の 1パラメータ族が 4 つ存在することも示した． 
また，本研究の予想外の発展として，折り紙の曲線折りの研究成果を得た．カスプ辺と曲

線折りは全く異なる対象であるにも関わらず，類似の結果が成り立つことを示した．紙の上
に与えられた曲線に沿って折り目をつけて，空間内に与えられた曲線に沿わせて紙の曲線折
りを作ると，同じ折り目から一般に 2通りの折り方が出来ることは，古典的によく知られて
いる．本研究では，さらに新しく 2通り，古典的なものと併せると一般に合計 4通りの折り
方があることが分かった．また，一般には 4通りであるが，折り目の曲線や空間曲線がある
種の対称性をもつ場合には，曲線折りの合同類の個数が 2個あるいは 1個になることも示し
た． 

 
(II)-(3) 共同研究で，交叉帽子特異点の等長実現については，形式的べき級数の形で解を得る

ことができた．その応用として，ある種の標準形の下でマクローリン展開したときに現れる
係数が交叉帽子の幾何学的不変量を与えることを示し，応用として交叉帽子の幾何学的対称
性をその不変量により特徴づけた．実際の実現については，今後の課題である． 
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