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研究成果の概要（和文）：本研究課題を通して，まず，当初の目標であった円盤領域における当該方程式の最小
エネルギー球対称符号変化解の漸近挙動の解析を完成させた。特に，解の正の部分は最大点の周りに集中し，一
方で負の部分は爆発せず，ある正値解に強収束することを示した。これは当該方程式の持つ非コンパクト性の象
徴である集中挙動とそれとは対照的なコンパクト挙動が共存する符号変化爆発解ならではの挙動として興味深
い。さらに，発展課題として，円盤領域における一般の球対称符号変化解の爆発挙動の分類に取り組み，これに
も成功した。ここでは複数の集中部分と複数のコンパクト部分が共存する多様な挙動を精密に分類することがで
きた。

研究成果の概要（英文）：We accomplished the analysis of asymptotic behaviors of the least energy 
nodal radial solutions to semilinear elliptic equations with Trudinger-Moser critical growth. We 
found that the positive part concentrates at the maximum point while the negative part strongly 
converges to a positive solution. Interestingly, this result implies that a sign-changing solution 
consists of the noncompact and compact parts. This observation could not be found in the behaviors 
of positive solutions in the previous works. We also succeeded in the complete classification of the
 asymptotic behaviors of general nodal radial solutions. In particular, we observed that, 
interestingly, the solutions may admit multiple  concentration parts with multiple compact parts.

研究分野： 非線型解析

キーワード： 解の集中現象

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題の遂行以前，当該研究分野では当該方程式の「正値」解の爆発挙動が専ら研究されていた。これに対
し，本課題は本研究分野において先駆けて「符号変化」爆発解の挙動を本格的に研究したものである。本研究の
結果，非コンパクト性を有する臨界方程式特有の集中現象と，それに対照的なコンパクト現象が混在する符号変
化爆発解ならではの挙動を捉えることができた。この成果が当該研究分野に与えるインパクトは大きく，今後の
符号変化爆発解の研究の発展の起点と成るものといえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 

 
 
１．研究開始当初の背景 
 
（１） 先行研究１：正値爆発解の研究 

 
本研究開始当初までは当該方程式研究においては専ら正値爆発解の集中現象についての研究

が盛んに行われていた([3]等)。これらにより，正値爆発解は爆発点の近くに集中すること（「解
の集中現象」），爆発点のまわりで解を適切にスケーリングすることで集中部分の漸近的概形や
エネルギーを極限方程式「Liouville 方程式」を使って特徴づけることができること，さらに爆
発解は同等のエネルギーを持つ高々有限個の集中部分に分解できること（「エネルギーの量子化
現象」）などが明らかにされていた。 
 
（２） 先行研究２：球対称符号変化解の存在 
 
（１）で述べた正値爆発解の解析の発展とは対照的に，符号変化解の漸近挙動についての研究

は技術的な困難などによりほとんど行われておらず，符号変化爆発解がどのような集中現象を
起こすのかについて詳しくは知られていなかった。ただし，符号変化解の存在については一定の
理解が進んでいた。特に，円盤領域上の方程式が強い摂動項を持つ場合に球対称符号変化解を持
つことが証明されていた（[1]）。ここで興味深いのは，正値解とは違い，摂動項の強さを表すパ
ラメータのある値を境に球対称符号変化解の存在と非存在が明確に分かれる点である（[2]）。こ
のことから，各パラメータ毎の符号変化解を考え，そのパラメータを解の存在と非存在の境目に
限りなく近づけたとき，符号変化解の列は爆発挙動を示すことが期待される。この解の列の漸近
挙動を調べることは興味深いと思われる。 
 
 
２．研究の目的 
 
上述の背景を受け，本研究では 2 次元臨界指数型非線形項を持つ楕円型方程式の符号変化解

の漸近挙動について明らかにすることを目的とする。特に正値解に対する先行研究では観察さ
れなかったような符号変化解ならではの集中挙動を発見することを目指す。このために，本研究
では[1]で変分法を用いて構成された最小エネルギー符号変化解の列を考える。さらに，当該符
号変化解を正の部分と負の部分に分け，それぞれの挙動を以下の点に注目して詳しく解析する。 
 
（１） 正の部分の爆発解析 

 
適切なパラメータ極限において正の部分が最大点のまわりに集中すること，および集中点の

まわりの解の概形およびエネルギーが Liouville 方程式の正則解によって特徴づけられること
を示す。 
 
（２） 負の部分の挙動 

 
負の部分が爆発するか否かを調べる。その結果によって以下のように解析を進める。 
 

①負の部分が爆発する場合 
負の部分が極大点のまわりに集中すること，および集中の概形及びエネルギーが Liouville 方

程式の解を用いて特徴づけられることを示す。ここでは，集中現象を特徴づける Liouville 方程
式の解が特異解になる可能性がある。もしこのことが示されれば，正値解の挙動とは異なる符号
変化爆発解ならではの挙動が観察されたことになり興味深い。 
 
②負の部分が爆発しない場合 
負の部分が円盤上の方程式の解に強収束することを示す。ここで，負の部分は方程式の自明な

解または非自明な解に収束する可能性がある。これまでの正値解の爆発挙動の研究では，集中部
分の外では解が方程式の自明解に収束する現象のみが観察されていたことに注意すると，当該
符号変化解の負の部分が非自明な解へ収束することが示されれば，これもまた符号変化解なら
ではの挙動として興味深い。 
 
 
３．研究の方法 
 
（１） エネルギーの精密評価 



 
まず，最小エネルギー符号変化解のエネルギーの精密評価を行う。特に，諸先行研究でもしば

しば使用されている試験関数「Moser 列」を用いたエネルギー評価を行う。この評価は符号変化
解の負の部分が爆発するか否かを判定する際に役立つと期待される。エネルギー評価が完了次
第，符号変化解の微視的な挙動を詳しく調べるために，解を正の部分と負の部分に分けて以下の
通り解析を行う。 
 
（２） 正の部分の解析 

 
まず正の部分の解析を行う。正の部分は適当なスケーリングによって固定された円盤上の方

程式の正値解と見做すことができるため，上述の先行研究[3]による正値爆発解に対するスケー
リング法を適用する。特に，最大点のまわりで適切なスケーリングをすることにより，集中部分
のまわりの漸近的形状およびエネルギーが極限方程式によって特徴づけられることを示す。 
 
（３） 負の部分の解析 

 
続いて，負の部分の解析を行う。まず， (1)で得られたエネルギー評価を利用して負の部分が

爆発するかどうかを調べる。爆発する場合は，正の部分の解析と同様に負の部分の最大点のまわ
りで解を適切にスケーリングすることにより，集中部分の漸近的概形およびエネルギーが極限
方程式の解によって特徴づけられることを示す。負の部分が爆発しない場合は，円盤上の解に強
収束することを示す。 
 
 
４．研究成果 
 
（１） 最小エネルギー符号変化解の漸近挙動 
本研究の結果，まず，当初の目標であった円盤領域における最小エネルギー球対称符号変化解

の漸近挙動の解析を完成させることができた。特に，解の正の部分が爆発し，最大点の周りに集
中すること，および集中の漸近的概形やエネルギーが Liouville 方程式の正則解によって特徴
づけられることを示した。一方で負の部分は爆発せず，ある正値解に強収束することを示すこと
に成功した。これは臨界型方程式の持つ非コンパクト性の象徴である集中現象とそれとは対照
的なコンパクト性が共存する符号変化爆発解ならではの挙動として興味深い。本結果はローマ
大学の M.Grossi 氏との共著論文として学術論文誌より出版された（[4]）。 
 
（２）一般の球対称符号変化解の爆発挙動の分類 
さらに（１）の成果の発展課題として，最小エネルギー解とは限らない一般の球対称符号変化

解の漸近挙動の解析を行った。これにより，非線形項がある種の強い摂動項を持つ場合において，
球対称符号変化解の爆発挙動を完全に分類することができた。ここでは複数の集中部分と複数
のコンパクト部分が共存する多様な符号変化爆発挙動を精密に分類することができた。当該結
果も学術論文として専門誌から出版された([5])。 
 
（３）一般の有界領域における符号変化爆発解の構成 
さらに（１）のもう一つの発展的課題として，一般の有界領域における符号変化爆発解の構成

に挑戦した。その準備として一般の有界領域における正値解の非退化性の証明に取り組んだ。こ
れについては，当該方程式の持つ指数型の強い非線形性に起因する種々の困難のためにこれま
でのところ未解決であり， 現在も研究進行中である。 
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