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研究成果の概要（和文）：本研究では，気体力学の基礎方程式である圧縮性 Navier-Stokes 系や，広く拡散現
象を記述する非線形熱方程式の適切性，解の安定性，及び漸近挙動の解析を行なった．圧縮性 
Navier-Stokes-Korteweg 系に対しては，大域適切性，定数定常解の安定性と時間減衰評価を得た．また，非定
常問題に対する非自明解の存在と一意性を示した．さらに，空間的に非一様なポテンシャルを非線形項の前に持
つ Hardy-Henon 熱方程式に対して，適切性，時間大域挙動の分類，時間減衰評価を示した．

研究成果の概要（英文）：In this study, we have shown the well-posedness, stability, and asymptotic 
behaviors for the compressible Navier-Stokes system describing various fluids, as well as for 
nonlinear heat equations describing diffusion phenomena.  We have proved local and global 
well-psoedness stability and time-decay esitmates for steady-state solutions for compressible 
Navier-Stokes-Korteweg system. For the Hardy-Henon heat equation with a spatially inhomogeneous 
potential before the nonlinear term, we have proved the local and global well-posedness, the 
classification of the time-global behaviors, and the time-decay estimates for the solutions. 

研究分野：非線形偏微分方程式

キーワード： 圧縮性流体　非線形熱方程式　適切性　調和解析　関数不等式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
流体の数学解析では現実で見られる流体現象を取り扱うために，初期摂動が高速振動する流れを含む枠組みで問
題を考察することが重要になる．そのために，低い正則性を持つ初期値に対して解の構成を考察することが必要
となるが，本研究ではその足がかりとなる適切性の結果を得た．適切性とは偏微分方程式の解の存在と一意性の
他，初期値の摂動に対して解が安定であることを指すが，本研究では，それらの性質を二層流体を記述するモデ
ルに対して考察した．また，様々な拡散現象を記述する Hardy-Henon 熱方程式に対しても詳細な解の性質を調
べた．得られた解の性質の情報は，関連する流体・拡散現象の予測に繋がると期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) （圧縮性流体の適切性・漸近挙動の研究）2000年初頭から圧縮性流体の数学解析において，
高速振動する初期値を含む枠組みでの解の構成が技術的に可能となり，関連する様々なモデル
に対して，そのような枠組みでの適切性が盛んに研究されるようになった．偏微分方程式の適切
性とは，解の存在，一意性，初期値に対する連続依存性が成り立つことをいう．高速振動する初
期値に対しての適切性の研究においては，特に初期値が取り得るクラスを可能な限り広げるこ
とが重要となり，そのためには臨界適切性を考察することが最初の足がかりとなる．臨界適切性
とは，方程式が物理的要請として持つ尺度不変変換に関して不変な構造を持つ関数空間におい
て，問題の適切性を考察することである．研究代表者はこれまでそのような枠組みで圧縮性流体
を考察してきたため，本研究においてはその更なる深化を狙い，圧縮性  Navier-Stokes-
Korteweg 系の適切性の研究を開始した． 
 
(2) （半線形熱方程式の適切性・漸近挙動の研究）同じく 2000年初頭から半線形拡散方程式の
代表である藤田型方程式に対して，方程式から自然に定義されるエネルギー空間における解の
適切性・大域挙動の分類が技術的に可能となった．熱方程式に対してのこれらに関する研究は古
くからあったが，特にコンパクト性が崩れるような臨界状況においてそれが可能になったのは，
プロファイル分解と呼ばれるコンパクト性の代替技術の発展がなされてからだった．これらの
技術革新を受けて，空間的に非一様なポテンシャルを持つ Hardy-Henon 熱方程式に対して同
様の適切性・時間大域挙動の分類を調べるために研究を開始した． 
 
(3) （関数不等式の整備）上記の偏微分方程式の数理解析において必要となる様々な関数不等式
は，未整理の側面も多く，他の問題にも応用が期待できる重要な研究対象である．特に，非線形
評価において必要となる積の評価，合成作用素の評価，そして微分と可積分性をトレードする類
の関数不等式である Sobolev の不等式の改良・精査を行なうことに興味があった． 
 
２．研究の目的 
(1) 圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 系に対しての適切性及び時間減衰評価を得ることを目的
として開始した．これらの情報を通じて，二層流体の現象の安定性について知見を得て，現象の
予測に繋げることを目論んでいる． 
 
(2) Hardy-Henon 熱方程式の適切性・時間大域挙動の解析が目的である．特に非線形項の冪が
特殊な臨界指数の場合の初期値による大域ダイナミクスの分類に興味があった．また，Hardy-
Henon 方程式はポテンシャルの冪によって Hardy型，藤田型，Henon 型と分かれ，これに対
する統一的な一般論の構築を目指している． 
 
(3) 現在の偏微分方程式の数学解析において，既存の結果を改良するには，臨界型関数不等式の
改良，もしくは方程式特有の新たな性質（未知関数の変換やベクトル場の構造，保存量等）の発
見が必要となる．本研究では主に前者を目標とし，関数不等式の改良に主眼を置いていた．方程
式に無関係に成り立つ不等式自体が，多くの応用性を秘めた興味深い対象である．特に，非線形
評価において必要となる積の評価，合成作用素の評価，そして微分と可積分性をトレードする類
の関数不等式である Sobolev の不等式の改良・精査に興味があった． 
 
３．研究の方法 
上記全ての課題において，Sobolev の不等式や Gagliardo-Nirenberg 不等式などの既存の関数
不等式や，Strichartz 評価や最大正則性評価に代表される各種方程式の時空間評価を拡張し，
個々の問題に適切に応用することで研究を行なった． 
 
４．研究成果 
(1) 圧縮性流体の適切性・漸近挙動の研究に対しては以下の成果を得た． 
 
① 圧縮性 Navier-Stokes 系の臨界適切性と時間減衰評価を考察した．二相流体の相転移を記
述する圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 系を臨界 Besov 空間において考察し，時間大域可解性
を示した．特に，通常の圧縮性粘性流体と異なり，音速が零となる場合でも線形化方程式が安定
であり，非線形問題に対して小さな時間大域解が構成できることを明らかにした．更に，この解
に対して初期値に追加的な可積分性を課すことで，自乗可積分空間における最適な時間減衰評
価が成り立つことを示した． 
 
② 二層流体の相転移を記述する圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 系の定常問題に対する臨界適
切性と，解の存在に関するパラメータ依存度の明示的十分条件を示した．まず，圧縮性 Navier-



Stokes-Korteweg 系の定常問題に対して，尺度臨界型 Besov 空間における適切性を示した．臨
界正則性を持つ外力に対して線形化方程式の楕円型正則性を示し，既存の研究において冗長だ
った解の構成スキームを簡略化した．現在までのところ臨界空間における定常解は知られてい
ない．また，定常解が存在するための初期値の小ささの詳細なパラメータ依存性を明らかにした． 
 
(2) 半線形熱方程式の適切性・漸近挙動の研究に対しては以下の成果を得た． 
 
① 空間的に非一様な Hardy 型ポテンシャルが付随した冪乗型非線形項を持つ半線形放物型方
程式である Hardy 熱方程式に対して，臨界 Besov 空間における時間大域可解性を示した．Besov 
空間における一般的な冪乗型非線形項に対して合成関数の評価を確立し，Hardy-Henon 熱方程式
の適切性が成立する関数空間を拡張し，臨界 Besov 空間における時間大域適切性を示した．ま
た，端点補完指数を取ることにより，小さな前方自己相似解を構成した． 
 
② Hardy-Sobolev 臨界指数をもつ非線形項に対して，対応する初期値問題の解をエネルギー空
間において構成した．また，基底状態以下のエネルギーを持つ初期値に対して，一意的な大域解
のエネルギーがゼロに減衰するか，有限時間または無限時間で爆発するか 2 種類の現象が起こ
ることを示した.これは potential well における初期値のエネルギー準位が mountain pass 
energy と呼ばれる臨界エネルギーよりも低い状況における大域挙動の分類としては，最終的な
結果である． 
 
③ 一般の Hardy-Henon 熱方程式に対する重み付きルベーグ空間における統一的な局所適切性
理論を示した．Hardy-Henon 熱方程式に対して，これまで Hadamard の意味での適切性は，ポテ
ンシャルが Hardy 型である場合のときしか示されていなかった．重み付き Lebesgue 空間を用
いることでポテンシャルの冪を重み関数の増減と見做し，Hardy 型，Henon 型，藤田型の全ての
場合を統一的に扱う局所理論を構築した． 
 
④ Hardy-Henon 熱方程式に対する重み付き Lorentz 空間における符号変化解の無条件一意性
を考察した．これは Hardy 型，Henon 型，藤田型の既存の結果を内包する一般化である．非線
形項の冪を固定すると，無条件一意性が成立する重み付き Lorentz 空間の臨界指数として，二
つの重要な指数が現れる．これらは，尺度臨界指数と Serrin 指数に対応した臨界指数であり，
それぞれ，解の局所存在のために初期値が許容できる局所特異性の限界と，非線形項が局所可積
分になる限界を表す．単独の臨界指数以上では解の無条件一意性が成立し，これらの臨界指数が
重なる二重臨界においては無条件一意性が破綻する．本研究では，ポテンシャルがない藤田型方
程式に対しても，Lorentz 空間における補間指数が無条件一意性の sharp threshold として現
れることを明確にした． 
 
⑤ Hardy-Henon 熱方程式に対する重み付き Lorentz 空間における適切性と，小さな初期値に
対する解の漸近挙動を考察した．小さい初期値が非線形問題における自己相似的な臨界減衰を
持つ場合は，時間大域解は対応する非線形自己相似解に時間無限大で減衰する．小さい初期値が
臨界減衰より遅い減衰を持つ場合は，時間大域解は対応する線形自己相似解に漸近する．これら
の結果を有界関数のクラスを含む位相で示した． 
 
⑥ 重み付き拡散 Hamilton-Jacobi 方程式に対する重み付き Lebesgue 空間と重み付き 
Sobolev 空間における局所適切性理論を示した．この方程式については，非線形項の冪，重みの
冪，そして解空間に付随するパラメータ（可積分指数や微分指数）という三つの要素に依存して
可解性の様相が複雑に変化する．本研究においては，重み付き Lebesgue 空間においては可解と
なる非線形の冪に制限が付き，重み付き Sobolev 空間においてはそのような制限が付かないこ
とを明らかにした． 
 
(3) 関数不等式の整備については以下の成果を得た． 
 
① Sobolev の不等式等に代表される可微分性と可積分性を関連付ける線形の関数不等式や，
Holder の不等式等に代表される正則性を振り分ける双線形の関数不等式を，Littlewood-Paley 
理論による周波数分解や特異積分作用素の理論を用いて改良し，その最適性について考察を行
なった．特に，流体の数学解析において基本的道具となる Gagliardo-Nirenberg 型の関数不等
式を，関数の波数変換の重み付き積分量で正則性を特徴付ける Fourier-Herz 空間において証
明した．また，Besov 空間における関数不等式の最良定数や最大化関数について新たな知見を示
した． 
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