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研究成果の概要（和文）：関数解析・偏微分方程式論・離散幾何などの数学理論に基づいて、粒子法の近似微分
作用素に対する打ち切り誤差評価や熱方程式やPoisson方程式に対する粒子法の誤差評価を得た。また、非圧縮
性流れ（Navier-Stokes方程式）に対する粒子法の安定性評価も得た。これらの結果をもとに、安定性条件を緩
和する改良手法の開発や、その数学的解釈を与えることができた。さらに、工学者と共同で改良手法を鉛直噴流
実験や土砂流れ実験などの実問題に適用し、改良手法が従来手法より安定かつ高精度に計算できることを示し
た。

研究成果の概要（英文）：We have established the truncation error estimates of approximate 
differential operators and error estimates of the particle method for heat and Poisson equations 
based on mathematical analysis such as functional analysis, partial differential equation analysis, 
and discrete geometry. Besides, the stability analysis of particle methods for incompressible flow 
problems has been obtained.  From these mathematical results, we have developed improved methods 
that can reduce the stability conditions and have presented their mathematical interpretations. 
Moreover, in collaboration with engineers, we have applied the improved methods to practical 
problems such as vertical-jet flow and sediment flow experiments, and have shown the proposed method
 can obtain highly accurate and stable results rather than conventional methods. 

研究分野： 応用数学

キーワード： 偏微分方程式の数値解析　数値流体力学　粒子法
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は粒子法の数学解析の先駆的な研究であり、本研究の成果により、差分法や有限要素法のような代表的な
偏微分方程式の数値解析手法と同様に数学的側面からの研究の発展が期待できる。また、粒子法の数学的理解が
深まることで、粒子法のパラメータの設定方法の明確化による高汎化、あるいは粒子法の精度面の改良による高
信頼化などが期待できる。その結果、粒子法による流体シミュレーションに基づく高信頼なハザードマップの作
成や、防波堤の設計といった防災研究への貢献も期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１。研究開始当初の背景 
SPH 法や MPS 法のような粒子法は偏微分方程式の数値解法の一種であり、解析領域を有限個の粒
子の分布で表現する手法である。粒子法は領域のメッシュ分割が不要なため、津波遡上のような
大規模に解析領域が変化する問題に広く利用されている。しかし、粒子法の安定性解析や誤差解
析のような数学的正当化はこれまであまり研究されてこなかった。そのため、粒子法による数値
シミュレーション結果への信頼性などが、他の手法と比較して十分ではなかった。 
 
 
 
２。研究の目的 
本研究では、安定性評価や誤差評価のような粒子法に対する数学解析を通して、粒子法の数学的
理解の深化と、その解析に基づく粒子法による数値シミュレーションの方法論の確立・改善を図
る。 
 
 
 
３。研究の方法 
関数解析・偏微分方程式論・離散幾何などの数学理論に基づいて、粒子法の計算手順とその近似
に対して数学的な枠組みを構成し、粒子法の計算安定性や誤差評価の定理予想とその証明を行
う。さらに、その解析を通して、粒子法の問題点を洗い出し、改善案を提示することで粒子法の
改良手法を提案する。改良手法に関しては工学研究者へ提案・共同開発を実施し、実問題への応
用を目指す。 
 
 
 
４。研究成果 
本研究では関数解析・偏微分方程式論・離散幾何などの数学理論に基づいて、粒子法の近似微分
作用素に対する打ち切り誤差評価や熱方程式や Poisson 方程式に対する粒子法の誤差評価を得
た。また、非圧縮性流れ（Navier-Stokes 方程式）に対する粒子法の安定性評価も得た。これら
の結果をもとに、安定性条件を緩和する改良手法の開発や、その数学的解釈を与えることができ
た。さらに、工学者と共同で改良手法を鉛直噴流実験や土砂流れ実験などの実問題に適用し、改
良手法が従来手法より安定かつ高精度に計算できることを示した。以下に詳細を示す。 
 
初年度は、まず流れ問題に対する粒子法のスキームの再構築を行った。非圧縮性 Navier-Stokes
方程式にある条件下で厳密に収束する制約付き問題に対し、空間離散化に一般化粒子法を用い
たスキームを考える。制約付き問題の収束条件と、研究代表者らの成果である誤差評価の知見
[3,9]を用いて、本スキームの収束性の十分条件を予想し、その正当性を数値実験により示した。
この数値実験によって得られた収束条件では、より良い精度を得るためには計算量を指数的に
増やさなければならないという問題があったため、次に、高精度な空間近似を用いた粒子法を含
む新たな一般化粒子法の枠組みを構築した[4](図)。この枠組みでは、離散化パラメータおよび
最小二乗近似に付加する制約条件の選択によって、S-SPM や LS-MPS などの高精度な粒子法を記
述することができる。この一般化粒子法に対して、従来の誤差評価で用いた接続性の条件を用い
ることで、Poisson 方程式に対する一般化粒子法の安定性を示した[7]。 
 
第二年度は、初年度の数学的結果を拡張し、非圧縮性流れ問題に対する粒子法の一意可解性と安
定性を証明した。本研究では、離散化パラメータに対する 3 つの条件“粒子分布の接続性”、
“粒子分布の準正則性”、“時間刻みの制約条件”を導入することで、一意可解性と安定性を示
している。また、現在広く利用されている流れ問題に対する粒子法の安定化スキームに対して、
エネルギー最小化問題を用いて安定化項の理論的な導出を行った[8]。 
 
第三年度は空間離散化が安定化スキームに対応する非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の時間離散
方程式を導入し、その誤差評価に基づいて安定化パラメータの最適化を行った。さらに、3次元
の激しい流れを伴う鉛直噴流問題に適用し、最適化された安定化パラメータの有効性を数値的
に確認した[2]。 
 
最終年度は、これまでに得た数学的評価をもとに、工学者と共同で実用的な高精度粒子法の開発
とその数学的理解を深めた。まず、第二年度に得られた非圧縮性 Navier-Stokes 方程式に対する
粒子法の安定性条件と従来の経験的な安定化法をもとに、粒子分布を適切に補正する新たな粒
子法を提案した[1]。従来の安定化法では流速と粒子分布の補正を同時に行っていたのに対し、



提案手法は、粒子法の数学的な安定性の条件が本質的には粒子分布の正則性に起因しているこ
とに着目することで、流速と粒子分布の補正を選択的に補正するように定式化される。これによ
り、混相流のような場所や状態によって流体の密度が変化するような問題でも安定に数値計算
できるようになり、粒子法の適用範囲の拡張に成功した。 
 
また、粒子法（特に MPS 法）における近似微分作用素の包括的な導出も行った。従来の近似微分
作用素（特に勾配、発散、ラプラシアン）の導出は各微分階数に応じて異なる導出がなされてお
り、異なる微分階数を含む方程式での近似の整合性が長年議論されてきた。本研究では多変数か
つ高階の Taylor 展開と多項式基底を用いることで、従来の近似微分作用素や混合偏微分などの
新たな近似微分作用素を同時に導出できる方法を示した。これにより、長年議論されてきた粒子
法の整合性の議論を肯定的に解決できただけでなく、非等方的な拡散や変数変換を含むような
問題にも粒子法の拡張が可能となった。近似混合偏微分作用素の応用として、任意形状の底面を
平面に変換して解析する手法を提案し、検証問題で高い精度が得られていることを確認した。 
 
本研究の成果、特に非圧縮性流れに対する粒子法の安定性評価[4]は、実際に応用されている粒
子法のスキームに対して世界で初めて離散解析的に数学的評価を与えた論文であり、粒子法の
数学解析において重要な位置付けにあると考えている。実際に、世界一の規模の粒子法の国際コ
ミュニティ SPHRIC において、彼らの HP や総説論文で本論文が紹介されている。また、関連する
成果[4,9]に対して日本数学会応用数学奨励賞（2019 年）や日本応用数理学会論文賞（2020 年）
を受賞している。今後は、非圧縮性流れに対する粒子法の誤差評価のような、より詳細な粒子法
の数学解析や、より複雑現象に向けた応用を視野にいれている。 
 

 

 

図 一般化粒子法を用いたダムブレイクシミュレーションにおける圧力分布と実験との

比較[4]。 
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